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Chapitre I

Syst�emes dynamiques

I.1 D�e�nition

Un syst�eme dynamique continu, ou syst�eme d'�equations di��erentielles , s'�ecrit

_x �
dx
dt

= f (x); (I.1)

o�u x = x(t) 2 Rn est une fonction de la variable r�eellet (en principe le temps) etf : U ! Rn

est une fonction r�eguli�ere d�e�nie sur un sous-ensembleU � Rn .

Comme nous allons le voir, de tr�es nombreux probl�emes se ram�enent �a l'�etude d'un syst�eme
dynamique. Cela ne veut pas dire quetous les probl�emes soient justi�ables d'un tel traitement !
En particulier, le minimum (strict !) qu'on est en droit d'attendre, avant l'application �a une
situation donn�ee des r�esultats de la th�eorie des syst�emes dynamiques est l'�ecriture explicite
d'un syst�eme (I.1) ! Une utilisation d�ebrid�ee (et d'autant plus p�eremptoire) de la "th�eorie du
chaos" dans des contextes �economiques, ou plus g�en�eralement en sciences sociales rel�eve en
g�en�eral de l'escroquerie pure. On lira avec pro�t, �a ce sujet, l'introduction de l'excellent livre de
V. Arnold [Arn98]. On trouvera de nombreuses r�ef�erences introductions dans l'appendice I.5.4.

I.2 Exemples

I.2.1 M�ecanique

Une source intarissable de syst�emes dynamiques provient des �equations de la M�ecanique.
S'il existe un HamiltonienH (q1; : : : ; qN ; p1; : : : ; pN ), les �equations de Hamilton ont la structure
de (I.1), avecn = 2N : 8

>>><

>>>:

_qi =
@H
@pi

_pi = �
@H
@qi

(I.2)

Plus g�en�eralement, les �equations du mouvement nous donneront des �equations di��erentielles du
second degr�e, qui peuvent être n�eanmoins �ecrites sous la forme (I.1) :

•x + � _x + ! 2x = 0 ()

(
_x = y
_y = � �y � ! 2x

(I.3)
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Dans cet exemplen = 2. Dans les syst�emes (I.1), la fonctionf ne d�epend pas explicitement du
temps. On parle d'un syst�emeautonome. Cela ne constitue pas vraiment une perte de g�en�eralit�e,
puisque dans le cas d'un for�cage d�ependant du temps on se ram�ene formellement �a la même
structure :

•x + � _x + ! 2x = � cos! 0t ()

8
><

>:

_x = y
_� = ! 0

_y = � �y � ! 2x + � cos�
(I.4)

I.2.2 Cin�etique chimique

Un autre domaine o�u apparaissent des syst�emes dynamiques est la Chimie. Une r�eaction
chimique not�ee

A + B �! C + D (I.5)

signi�e que les esp�eces chimiquesA et B r�eagissent ensemble pour donner les esp�ecesC et D.
Il est raisonnable de supposer que le taux de r�eaction est proportionnel �a la probabilit�e d'un
choc entre mol�ecules des esp�ecesA et B , donc au produit de leurs concentrations volumiques
[A] et [B ]. La cin�etique chimique donne alors les �equations d'�evolutions des concentrations des
diverses esp�eces. On aura donc

d[A]
dt

= � k[A][B ]; (I.6)

o�u k > 0 est la constante de r�eaction. Le signe "� " signi�e que l'esp�ece A disparâ�t lors de la
r�eaction (I.5).

Un exemple simple (mais peu r�ealiste) pr�esentant une dynamique int�eressante est celui du
brusselator1 Les r�eactions chimiques sont

8
>>>>><

>>>>>:

A k1�! X

B + X k2�! Y + D

2X + Y k3�! 3X

X k4�! E

(I.7)

ce qui suppose qu'elles aient lieu dans un r�eacteur o�u les produitsA et B sont en permanence
renouvel�es, les produitsC et D �elimin�es. Les �equations sont alors

8
>>>>><

>>>>>:

d[X ]
dt

= k1[A] � k2[B ][X ] � k4[X ] + k3[X ]2[Y ]

d[Y]
dt

= k2[B ][X ] � k3[X ]2[Y ]

=)

(
_x = a � (b+ 1) x + x2y
_y = bx � x2y

; (I.8)

la derni�ere expression �etant valable pour les variables adimension�ees� = k4t et x =
q

k3=k4[X ],

aveca = k1k1=2
3 [A]=k3=2

4 et b= k2[B ]=k4.
Nous �etudierons d'un peu plus pr�es la dynamique du brusselator. Des oscillations ont �et�e

observ�ees dans des r�eactions chimiques, pour la premi�ere fois dans l'�equation de Belousov-
Zhabotinsky. Vous pouvez consulter les r�ef�erences [Bel, Zha].

1. Jeu de mot fond�e sur son comportement oscillant, et sa cr�eation par des chercheurs d'un labora-
toire Bruxellois



I.2.3 Dynamique des populations

Les biologistes, apr�es les travaux pionniers de Volterra, ont d�ecrit l'�evolution de populations
d'animaux par des syst�emes dynamiques (nombreux exemples dans [GMM71]). Les mod�eles
typiques sont les syst�emes pr�edateur-proie, dont un exemple simple est le suivant :

(
_N1 = �N 1 � �N 1N2
_N2 = � 
N 2 + �N 1N2

; (I.9)

o�u tous les coe�cients sont supos�es positifs. IciN1 repr�esente la population de proies, qui sans
pr�edateur (population N2) crô�t avec le coe�cient � (taux de natalit�e diminu�e du taux de
mortalit�e ; on suppose que les proies ont �a disposition une nourriture abondante), et d�ecrô�t
lorsqu'elle est en contact avec ses pr�edateurs, proportionnellement �a leur nombre (terme en
� ). Inversement, la rencontre de proies augmente la population de pr�edateurs (terme en� )
qui diminuerait sinon (terme en 
 ). La motivation de Volterra �etait de rendre compte des
oscillations, en opposition de phase, observ�ees au Canada dans les populations de lynx et
de lapins. Le syst�eme (I.9), pour certaines valeurs de ses param�etres, donne lieu �a de telles
oscillations.

I.3 Th�eor�eme d'existence et d'unicit�e

Le th�eor�eme suivant, dont nous ne donnerons pas la d�emonstration (on peut la trouver dans
[Arn88]), �etablit l'existence et l'unicit�e des solutions de (I.1), sous des hypoth�eses assez peu
restrictives :

Th�eor�eme (existence, unicit�e et d�ependance continue des conditions initiales) :
Soit U � Rn un sous-ensemble ouvert de l'espace EuclidienRn , soit f : U ! Rn une application
continuement di��erentiable ( C1), et soit x0 2 U. Alors il existe une constantec > 0 et une unique
solution � (x0; :) : [� c; c] ! U satisfaisant le syst�eme di��erentiel _x = f (x) avec comme condition
initiale x(0) = x0 (c'est-�a-dire x(t) = � (x0; t)). De plus, cette solution d�epend continuement du
point initial x0.

Ce th�eor�eme est donc valablelocalement (dans l'ouvert U, et pour l'intervalle de temps
[� c; c]). Son grand int�erêt pratique est qu'il permet, par exemple, d'assurer que le probl�eme
aux conditions initiales (r�esolution de (I.1) connaissant la condition initialex0) poss�ede une
solution unique, ce qui est d'une grande aide pour la recherche d'une solution num�erique. On
notera que leprobl�eme aux limites, tel que r�esoudre •x = g(x) avecx(ta) = a et x(tb) = b, n'est
pas assur�e d'avoir une solution.

I.4 Espace de phase

I.4.1 D�e�nition

L'espace de phaseest l'ensemble contenant les variablesx de (I.1). Pour un syst�eme dyna-
mique, la dimension de l'espace de phase donne le nombre dedegr�es de libert�e du syst�eme. Cette
d�enomination n'est pas celle usuellement utilis�ee en M�ecanique. En e�et,N particules dans l'es-
pace �a 3 dimensions correspondent �a3N degr�es de libert�e pour la m�ecanique (3 coordonn�ees
pour chacune desN particules), mais il y a6N �equations de Hamilton (I.2) (3 coordonn�ees et
les 3 composantes de l'impulsion g�en�eralis�ee par particule) donc6N degr�es de libert�e au sens
des syst�emes dynamiques.



Ainsi (I.9) et (I.8) sont des syst�emes dynamiques �a 2 degr�es de libert�e, un syst�eme autonome
d�ecrit par une �equation di��erentielle de degr�e n pos�ede n degr�es de libert�e. Le syst�eme (I.4),
qui n'est pas autonome, a 3 degr�e de libert�e même si l'�equation qui en d�ecrit la dynamique est
du second ordre.

I.4.2 Description d'un syst�eme dynamique

En g�en�eral, un syst�eme dynamique (I.1) ne poss�ede pas de solution analytique. Le probl�eme
que l'on se pose est alors de d�ecrire le comportement de ses solutions en �etudiant la fonction
f (x), ce qui est un probl�eme in�niment plus simple ! Une repr�esentation des solutions dans
l'espace de phase est unportrait de phasedu syst�eme dynamique.

Les portraits de phase ressemblent beaucoup �a la repr�esentation des lignes de champs de
vitesse d'un 
uide en �ecoulement. L'ensemble des trajectoires du syst�eme dynamique dans
l'espace de phase est appel�e
ot , et on indiquera parfois par des 
�eches le sens de parcours de
ces trajectoires lorsque le tempst augmente.

I.5 Points �xes. �Etude de la stabilit�e d'un point �xe.

En r�egle g�en�erale, il n'existe pas de solution analytique de (I.1). Le probl�eme que se pose la
th�eorie des syst�eme dynamique est de d�ecrire le comportement du syst�eme par la seule �etude de
la fonction f (x), qui est �evidemment un probl�eme beaucoup plus simple. Dans l'id�eal, il s'agit
d'obtenir le portrait de phase du syst�eme dynamique.

Un point �xe , ou point d'�equilibre , est un point x � tel que f (x � ) = 0 . De ce fait, il s'agit
d'une solution de (I.1) puisquedx � =dt = 0, qui donne donc une premi�ere trajectoire (r�eduite
au seul point x � ) dans l'espace de phase. On peut ensuite se poser le probl�eme de lastabilit�e
de ce point �xe, qui permettra de tracer le comportement du syst�eme dynamique dans tout un
voisinage du point �xe.

La m�ethode la plus g�en�erale consite �a poser2

(
x(t) = x � + � (t) avecjj � (t)jj � 1 (notation vectorielle)
x i (t) = x �

i + � i (t); avecj� i (t)j � 1; 8i 2 [1; n]; (composantes)
(I.10)

Comme� est une petite perturbation, l'�equation qui donne sa dynamique est tir�ee de (I.1) en
d�eveloppant f (x) au voisinage dex � ,

_� i = f i (x �
1 + � 1; : : : ; x�

n + � n ) = f i (x � )
| {z }

=0

+
nX

j =1

@fi
@xj

(x � )� j + O(jj � jj 2) soit _� = [ J ] � �; (I.11)

en introduisant la matrice Jacobienne[J ] � [@fi =@xj ]. Plutôt que d'utiliser directement ce
formalisme g�en�eral, nous allons voir quelques exemples. Une �etude plus compl�ete est esquiss�ee
au x I.5.4.

I.5.1 Exemple 1 : L'oscillateur harmonique

L'exemple le plus simple est l'oscillateur harmonique �a une dimension,

•x = � ! 2
0x;

(
_x = y
_y = � ! 2

0x
: (I.12)

2. On suppose les composantes du vecteurx sans dimensions.



Il existe un unique point �xe, (x = 0; y = 0) . Le probl�eme est lin�eaire, et l'�etude de stabilit�e se

ram�ene �a celle de la matrice

 
0 1

� ! 2
0 0

!

, dont les valeurs propres sont� i! 0. Leur partie r�eelle

est nulle, le point �xe est donc stable. Ici les trajectoires ne s'�eloignent pas du point �xe (voir
Fig. II.2) qui est appel�e un centre.

Dans ce probl�eme tr�es simple, la quantit�e Em est conserv�ee3,

Em �
! 2

0

2
x2 +

1
2

y2 =
! 2

0

2
x2 +

1
2

_x2; (I.13)

ce qui donne directement l'�equation des trajectoires dans l'espace de phase, ici des ellipses. En
comptant le temps� = ! 0t en p�eriodes propres de l'oscillateur, le portrait de phase consiste en
des cercles centr�es sur l'origine.

Si nous introduisons de l'amortissement,

•x + 2� _x + ! 2
0x = 0;

(
_x = y
_y = � ! 2

0x � 2�y
(� > 0); (I.14)

l'�equation (I.13) est remplac�ee par

d
dt

 
! 2

0

2
x2 +

1
2

y2

!

= � 2�y 2 � 0; (I.15)

ce qui implique quelim
t !1

x(t) = 0 . Les trajectoires convergent donc vers le point �xe, qui est dit
asymptotiquement stableet est appel�e un puit. On montre facilement que les valeurs propres
sont � � � i

q
! 2

0 � � 2 (lorsque� < ! 0) ou sinon� � �
q

� 2 � ! 2
0. Dans tous les cas leurs parties

r�eelles sont n�egatives, et le point �xe est stable.
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Figure I.1 { En bleu, une trajectoire de (I.14) pour � = 0 :1, ! 0 = 1 et les conditions initiales
x(0) = 0 :9 et _x(0) = 0 . En jaune, une trajectoire de (I.12) pour les mêmes conditions initiales.

I.5.2 Exemple 2 : Le pendule pesant

Les deux premiers exemples sont des syst�emes lin�eaires. Les portraits de phase sont donc tr�es
simples, puisque toutes les trajectoires ont la même forme. Le pendule pesant (masse ponctuelle
�a l'extr�emit�e d'une tige sans masse de longueurl tournant sans frottement autour de son autre
extr�emit�e) est un exemple tr�es classique, mais d�ej�a assez riche, de syst�eme non lin�eaire. Les
�equations sont

•x = � ! 2
0 sinx;

(
_x = y
_y = � ! 2

0 sinx
; (I.16)

3. Il s'agit bien sûr de l'�energie m�ecanique divis�ee par la masse, six est une longueur.



o�u x repr�esente l'angle du pendule avec la verticale descendante,g l'acc�el�eration de la pesanteur,
et ! 2

0 = g=l. Les points �xes sont(x = 0 (2� ); y = 0) et (x = � (2� ); y = 0) . L'�etude de stabilit�e
de (0; 0) se ram�ene au cas pr�ec�edent. Pour l'autre point �xe, posonsx = � + �; y = � avec
j� j � 1 et j� j � 1. Le syst�eme lin�earis�e est

 
_�
_�

!

=

 
0 1
! 2

0 0

!  
�
�

!

: (I.17)

Les valeurs propres ainsi que les vecteurs propres correspondants sont

+ ! 0 associ�ee �a

 
1
! 0

!

; � ! 0 associ�ee �a

 
1

� ! 0

!

: (I.18)

L'une d'entre elle �etant de partie r�eelle positive, le point �xe (�; 0) est instable. Un point �xe
avec une valeur propre positive et une n�egative est appel�e unpoint col4.

On peut tracer un portrait de phaselocal au voisinage de la position d'�equilibre que nous
venons d'�etudier, comme sur la Fig. I.2.

h

x

Figure I.2 { Portrait de phase du pendule pesant (I.16) au voisinage de la position d'�equilibre instable
(�; 0). En rouge, les directions propres, stables et instables selon que le sens des 
�eches indique que le

ot converge vers, ou diverge du point �xe. En bleu des portions de trajectoires passant au voisinage
du point �xe.

Cette �gure est l'occasion d'introduire un point de vocabulaire. Un point �xe tel que le Jacobien
n'ait que des valeurs propres de parties r�eellesnon nulle, comme c'est le cas ici (une valeur propre
strictement positive, l'autre strictement n�egative) est appel�ehyperbolique. La �gure I.2 explique
cette d�enomination.

Le syst�eme (I.16) est conservatif et d�erive d'un potentielEp(x) tel que

1
2

_x2 + ! 2
0(1 � cosx)

| {z }
� Ep (x)

= Cste � Em : (I.19)

La repr�esentation graphique du potentiel permet d'identi�er les mouvements possibles (voir
Fig. I.3).
{ Pour 0 � Em < 2! 2

0, le pendule e�ectue des oscillations d'amplitudearccos(1� Em=! 2
0)

{ Pour 2! 2
0 < E m , le pendule e�ectue un mouvement de r�evolution, sans changement de sens.

{ Pour 2! 2
0 = Em , deux trajectoires relient les points �xes(� �; 0) et (�; 0) ; physiquement, le

pendule part de la position d'�equilibre "tête en haut" x = � � dans un des deux sens possibles.
Ces trajectoires, qui s�eparent dans l'espace de phase les solutions oscillantes des solutions de
r�evolution, constituent la s�eparatrice.

4. Les Anglais �etant davantage marqu�e par la culture �equestre que montagnarde parlent de point "selle",
saddle point.
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Figure I.3 { Trac�e de Ep(x) dans (I.19). Pour une �energie E < 2! 2
0 (ligne rouge), l'amplitude des

oscillations est donn�ee graphiquement (lignes pointill�ees).

Notons xm � � l'amplitude maximale des oscillations. En utilisant (I.19), et les sym�etries
�evidentes du probl�eme, on d�eduit une expression de la p�eriode des oscillations5,

T = 4
xmZ

0

dx
q

2Em � 2! 2
0(1 � cosx)

; (I.20)

o�u xm = arccos(1� Em=! 2
0). Int�eressons nous au casxm = � , soit Em = 2! 2

0. On voit que l'in-
t�egrande diverge au voisinage de la borne sup�erieure de l'int�egrale. Regardons plus pr�ecis�ement
le comportement de l'int�egrale. Il est donn�e par

�Z

� � �

dx
p

2! 0
p

1 + cosx
=

�Z

0

du
p

2! 0

q
1 + cos(� � u)

�
�Z

0

du
! 0u

;

en d�eveloppant cos(� � u) au deuxi�eme ordre enu, ce qui est l�egitime si � � 1. La p�eriode
diverge donc logarithmiquement lorsque l'on s'approche du maximum. La s�eparatrice est donc
constitu�ee de deux trajectoires reliant� �a � � (respectivement� � �a � , si le pendule tourne
dans l'autre sens) et parcourues en un temps in�ni. Il n'y a donc pas de croisement en� � ,
conform�ement au th�eor�eme d'�existence et d'unicit�e des solutions (voir x I.1).

Remarque (importante !) :
Il s'agit d'un r�esultat valable pour tout mouvement 1D d'un point mat�eriel dans un potentiel.

Pla�cons nous dans le cas g�en�eral o�u existe une �energie potentielleEp(x). Le maximum x � , tel
que E � � Ep(x � ), est d�e�ni par (dEp=dx)(x � ) = E 0

p(x � ) = 0 (puisque x � est un point �xe) et
E 00

p (x � ) > 0 (puisque c'est un maximum). Si0 < � � 1, la p�eriode au voisinage dex � est

T(x � ) �
x �Z

x � � �

dx
p

2
q

E � � Ep(x)
=

1
q

2E 00
p (x � )

�Z

0

du
u

;

en d�eveloppant E � � Ep(x � � u) �a l'ordre le plus bas, soit u2. La divergence logarithmique du
temps de parcours d'une trajectoire passant par un maximum instable est g�en�erale.

L'existence d'une �energie potentielle (I.19) permet de tracer un portrait de phase global
pour (I.16). Au voisinage de� � , il est bien entendu en accord avec le portrait local Fig. I.2.

5. On notera, et nous y reviendrons, que contrairement au cas de l'oscillateur harmonique la p�eriode d�epend
a priori de l'amplitude des oscillations. La propri�et�e d' isochronisme ne concerne que les petites oscillations
(in�nit�esimales).
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Figure I.4 { Portrait de phase global pour le pendule pesant (I.16). La s�eparatrice est trac�ee en
rouge. Le temps est en unit�e! 0 = 1 , donc �a faible amplitude les orbites ferm�ees sont des cercles. Leur
d�eformation avec l'amplitude vient du terme non lin�eaire (et ces orbites ne sont pas des ellipses).

I.5.3 Exemple 3 : Oscillateur de van der Pol

51
Nous allons �etudier un oscillateur non lin�eaire et non conservatif, d�ecrit par l'�equation

di��erentielle
•x �

�
� � x2

�
_x + x = 0: (Oscillateur de van der Pol) (I.21)

Cet oscillateur a un point �xe �evident x = 0; _x = 0. Lorsque� < 0, le terme correspondant est
dissipatif, et ce point �xe est asymptotiquement stable6. Lorsque� > 0, le terme correspondant
repr�esente une ampli�cation. On construit facilement des circuits �electroniques qui mod�elisent
un oscillateur de van der Pol, avec un �el�ement actif (Ampli OP, par exemple) qui r�ealise� > 0.
L'amplitude x crô�t, jusqu'�a ce que le terme en+ x2 _x, qui repr�esente une dissipation non lin�eaire,
devienne pr�epond�erant sur le terme d'ampli�cation � � _x. On peut imaginer que les trajectoires
ne pourront s'�eloigner du point �xe, et parcourront une orbite ferm�ee appel�e cycle limite.
L'int�egration num�erique de (I.21) justi�e cette approche.
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Figure I.5 { Cycles limites de l'oscillateur de van der Pol (en rouge ; en bleu sont repr�esent�ees des
trajectoires convergeant vers le cycle limite). De gauche �a droite,� = 0 :1, � = 0 :5 et � = 2 .

Lorsque 0 < � � 1, il est possible d'estimer quantitativement la taille du cercle limite.
L'�energie de l'oscillateur E = _x2=2 + x2=2 v�eri�e

dE
dt

= ( � � x2) _x2:

6. On utilise ici un r�esultat intuitif : la stabilit�e lin�eaire implique la stabilit�e non lin�eaire. En e�et, une per-
turbation d'un point �xe lin�eairement stable ne s'en �eloigne pas, et les termes non lin�eaires restent n�egligeables.



Si l'oscillateur atteint un r�egime stable d'oscillations d'amplitude �nie, on peut estimer qu'en
moyenne sur une p�eriode la variation d'�energie est nulle,

*
dE
dt

+

�
1
T

TZ

0

dE
dt

dt = 0 =) � h_x2i = hx2 _x2i :

Si les oscillations sont quasi-sinuso•�dales,

x(t) � acost; h_x2i �
a2

2
; hx2 _x2i =

a2

4
hsin2(2t)i =

a2

8
;

soit en�n a = 2
p

� .

I.5.4 Compl�ement : Rappels d'alg�ebre lin�eaire

Dans cette section, nous revenons un peu plus en d�etail sur la r�esolution du probl�eme g�en�eral
(I.11). Nous nous limitons �a de brefs rappels, pour un expos�e complet et tr�es clair voir [Arn88].

Cherchons des solutions de la forme� i (t) = � 0
i exp(�t ). Le probl�eme se ram�ene alors �a un probl�eme

d'alg�ebre lin�eaire, puisque apr�es simpli�cation par exp(�t ), on obtient le syst�eme d'�equations

8
>>>>>>><

>>>>>>>:

(J11 � � )� 0
1 + J12� 0

2 + : : : + J1n � 0
n = 0

...
J i 1� 0

1 + : : : + ( J ij � � )� 0
i + : : : + J in � 0

n = 0
...

Jn1� 0
1 + : : : + ( Jnn � � )� 0

n = 0

(I.22)

Le probl�eme admet donc une solution non triviale (avec les� 0
i 6= 0 ) que lorsque� est unevaleur propre

de la matrice Jacobienne[J ]. Cette matrice est r�eelle, ce qui donne lieu aux cas suivants :

1. Les valeurs propres� i , i 2 [1; n], sont r�eelles et distinctes. Les vecteurs propres� i forment alors
une base, et si la condition initiale s'exprime dans cette base comme

x0 =
nX

i =1

Ci � i ;

alors la solution de (I.11) est

x(t) =
nX

i =1

Ci exp(� i t)� i :

Le point �xe est alors instable si une au moins des valeurs propres est strictement positive, stable
sinon.

2. Les valeurs propres sont toutes distinctes, mais il apparâ�t des couples de valeurs propres com-
plexes conjugu�ees (puisque la matrice Jacobienne est r�eelle). Notonsz le conjugu�e complexe de
z. Si � j 2 R pour j � p, et � j = � j � i! j (i 2 = � 1) pour p + 1 � j � m avec p + 2m = n, la
solution de (I.11) est

x(t) =
pX

j =1

A j exp(� j t)� j +
mX

j = p+1

exp(� j t)
�
Cj � j exp(i! j t) + C j � j exp(� i! j t)

�
:

L�a encore, le point �xe est instable si au moins une des valeurs propres a une partie r�eelle
strictement positive.



3. Les deux cas pr�ec�edents s'appliquent lorsque la matrice Jacobienne est diagonalisable (surR ou
C). Lorsqu'elle ne l'est pas, supposons que les valeurs propres r�eelles soient� l (1 � l � k) de
multiplicit�es respectives � l , et les valeurs propres complexes� l � i! l (1 � l � m) de multiplicit�es
respectives� l . Alors la solution de (I.11) s'�ecrit

x (t) =
kX

l=1

pl (t) exp(� l t) +
mX

l=1

exp(� l t) [ql (t) cos! l t + r l (t) sin ! l t] ;

o�u pl (t), ql (t) et r l (t) sont des polynômes de degr�e respectivement strictement inf�erieurs �a� l ,
� l et � l . Lorsque t ! �1 , le comportement asymptotique de cette solution est domin�e par les
fonctions exponentielles r�eelles. Donc le point �xe est instable, l�a encore, si au moins une des
valeurs propres est de partie r�eelle strictement positive, stable sinon.

�A titre d'exemple, �etudier l'�equation di��erentielle

d4x
dt4 � 2

d2x
dt2 + x = 0 ; x(0) = 1 ; _x(0) = 0 ; •x(0) = 0 ; (d3x=dt3)(0) = 0 :

{ Mettre cette �equation sous la forme (I.1)
{ Calculer les valeurs propres de la matrice
{ Chercher les solutions sous la forme(a + br)e� t , et en d�eduire la solution.

On a facilement 0

B
B
B
@

_x
_y
_z
_u

1

C
C
C
A

=

0

B
B
B
@

0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

� 1 0 2 0

1

C
C
C
A

0

B
B
B
@

x
y
z
u

1

C
C
C
A

Les valeurs propres sont� 1, avec chacune une multiplicit�e de 2. La solution de l'�equation di��erentielle
est

x(t) =
e� t t

4
�

et t
4

+
e� t

2
+

et

2
:

A{Quelques r�ef�erences compl�ementaires.

Finissons par quelques livres introductifs, peu chers en grande majorit�e, tr�es lisibles et
constituant d'excellentes introductions.

Pour une approche nettement orient�ee vers la Physique, on pourra consulter les ouvrages
d'Abarbanel, Rabonovitch et Sushchik [ARS93] (nombreux chapitres sur les ondes nonlin�eaires),
d'Arnold [Arn04] (tr�es int�eressant par son approche historique), Berg�e, Pomeau et Vidal [BPV84]
(nombreuses illustations exp�erimentales) et Pippard [Pip88] (approche originale et aussi peu
formelle que possible).

Les syst�emes dynamiques sont aussi un des grands domaines des Math�ematiques. On trou-
vera une introduction actuelle et claire dans le livre de Buzzi [Buz05], et l'excellent livre de
Ruelle est particuli�erement ra�raichissant [Rue10] !
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Chapitre II

Bifurcations

II.1 Portraits de phase de l'oscillateur de van der Pol

Revenons sur l'exemple de l'oscillateur de van der Pol,
(

_x = y;
_y = � x + ( � � x2) y:

(II.1)

Il s'agit d'un syst�eme dynamique qui d�epend du param�etre r�eel � . Lorsque � < 0, le point
(x = 0; y = 0) de l'espace de phase est un point �xe stable, attractif, avec comme bassin
d'attraction l'espace entier (quelle que soit la condition initiale, toute trajectoire converge vers
ce point). Lorsque� > 0, le point �xe se d�estabilise, et il apparâ�t une trajectoire ferm�ee de
l'espace de phase, le cycle limite, dont il est facile de se convaincre qu'elle a aussi comme bassin
d'attraction l'espace de phase tout entier. Si l'on se place au voisinage de� = 0, le cycle limite
est presque circulaire, et les portraits de phase se pr�esentent donc ainsi :

g1 = ParametricPlot @8Cos@t + p • 5D, Sin @t + p • 5D< 2 Exp@- t • 5D, 8t , 0, 20<, Frame ¯ True , Axes ¯ None, PlotStyle ¯ Blue ,
PlotRange ¯ 88- 2, 2<, 8- 2, 2<<, PlotLabel ¯ " e < 0" , FrameTicks ¯ None, Epilog -> 8Red, Disk @80, 0<, 0.05 D<D;

g2 = ParametricPlot @88Cos@t + p • 5D, Sin @t + p • 5D< H1 - Exp@- t • 5DL, 8Cos@t + p • 5D, Sin @t + p • 5D< H1 Exp@- t • 5D+ 1L<,
8t , 0.2 , 15<, Frame ¯ True , Axes ¯ None, PlotRange ¯ 88- 2, 2<, 8- 2, 2<<, PlotStyle ¯ Blue ,
PlotLabel ¯ " e > 0" , FrameTicks ¯ None, Epilog -> 8Red, Thick , Circle @80, 0<, 0.05 D, Circle @80, 0<, 1D<D;

GraphicsGrid @
88g1,

g2<<D

e< 0 e> 0

sol = DSolve @8x '' @t D + e x ' @t D + x@t D ‹ 0, x@0D ‹ 1, x ' @0D ‹ 0<, x, t D •• Flatten •• Simplify

: x ¯ Function B8t <,
1
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- ä
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Figure II.1 { Portraits de phase sch�ematique de l'oscillateur de van der Pol. En rouge est repr�esent�e
le point �xe (plein lorsqu'il est stable, vide sinon) et le cycle limite s'il existe. En bleu une trajectoire
convergeant vers le point �xe (� < 0) et deux trajectoires convergeant vers le cycle limite (� > 0).

Il y a donc changement qualitatif dans le portrait de phase de l'oscillateur de van der Pol
lorsque le param�etre � varie, puisque pour� < 0 le seul attracteur est un point, alors que
pour � > 0 l'attracteur est une courbe ferm�ee. Un tel changement s'appelle unebifurcation.
Nous allons commencer par formaliser un peu ce que nous entendons par "changement" et par
"qualitatif".
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II.2 Stabilit�e structurelle

D�e�nition 1 : �Equivalence topologique
Cette notion formalise la ressemblance qualitative entre deux syst�emes dynamiques. Un syst�eme
dynamique surU � Rn est topologiquement �equivalent�a un syst�eme dynamique surV � Rn

s'il existe unebijection bicontinue (c'est-�a-dire un hom�eomorphisme) h : Rn ! Rn telle que
h(U) = V, qui envoie les orbites d'un syst�eme dans l'autre, en conservant le sens du temps.

D�e�nition 2 : Stabilit�e structurelle.
Un syst�eme dynamique eststructurellement stabledans un ferm�e U s'il reste topologiquement
�equivalent �a lui-même par une petite variation du champ de vecteur associ�ee. En gros, si il existe
une r�egion ferm�ee (au sens de la topologie)U � Rn , telle que pour toute fonctiong r�eguli�ere et
born�ee sur U, il existe � � 1 de sorte que les syst�emes dynamiques_x = f (x) et _x = f (x)+ � g(x)
soient topologiquement �equivalents, alors le syst�eme non perturb�e est structurellement stable.

On se contentera de cette id�ee intuitive. Regardons un exemple tr�es simple de syst�eme
structurellement instable, l'oscillateur harmonique :
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_y

!

=

 
0 1

� ! 2
0 0

!  
x
y

!

| {z }
� f (x )

+ �

 
0
_y

!

| {z }
� g(x )

; (II.2)

e< 0 e= 0 e> 0

Figure II.2 { Portraits de phase de l'oscillateur (II.2), avec pour unit�e de temps 2�=! 0. La 
�eche
indique le sens de parcours d'une trajectoire lorsque le tempst crô�t.

Tr�es clairement, il est impossible qu'il existe une bijection entre les orbites ferm�ees pour� = 0
et celles pour� 6= 0, quelle que soit la valeur de� . Aussi petite soit elle, la perturbation modi�e
qualitativement le portrait de phase du syst�eme dynamique, qui est donc structurellement
instable, et ce quel que soit le ferm�eU que l'on consid�ere autour du point �xe.

D�e�nition 3 : Point �xe hyperbolique
Un point �xe x � est hyperboliquesi sa Jacobienne n'a aucune valeur propre de partie r�eelle
nulle.

Cette d�enomination vient de l'image donn�ee par la Fig. I.2. On d�emontre alors les deux
th�eor�emes suivants :

Th�eor�eme 1 (Hartman-Grobman) :
Au voisinage d'un point �xe hyperbolique, un syst�eme dynamique_x = f (x) est localement
topologiquement �equivalent �a sa lin�earisation _� = ( @f =@x)jx � �



Th�eor�eme 2 :
Les portraits de phase au voisinage de deux points �xes hyperboliques sont localement topolo-
giquement �equivalents si les matrices Jacobiennes admettent les mêmes nombresn+ et n� de
valeurs propres de parties r�eelles respectivement strictement positives et strictement n�egatives
(les points �etant hyperboliques, aucune valeur propre n'est de partie r�eelle nulle).

Ces r�esultats sont raisonnablement intuitifs. Par exemple, une cons�equence du th�eor�eme de
Hartman-Grobman est que la stabilit�e lin�eaire d'un syst�eme implique sa stabilit�e non lin�eaire ;
intuitivement, les termes non lin�eaires constituent une petite correction et ne modi�ent donc
pas le r�esultat de l'�etude lin�eaire, tout au moins dans un voisinage du point �xe.

Une autre est que le portrait de phase au voisinage d'un point �xe hyperbolique est struc-
turellement stable. En e�et les valeurs propres d�ependent continuement de� , et s'il est assez
petit elles ne changent pas de signe. Aucune contradiction avec l'exemple pr�ec�edent de syst�eme
structurellement instable, puisque justement le point d'�equilibre n'est pas hyperbolique ! (un
couple� i! 0 de valeurs propres conjugu�ees de partie r�eelle nulle).

On pourra trouver plus de d�etails dans [Kus95] et [GH83]. La d�emonstration du th�eor�eme 2
est fournie par [Arn88], celle du th�eor�eme de Hartman-Grobman dans [Arn80]. Dans [Kus95], on
trouve une d�emonstration explicite, avec la construction de l'hom�eomorphisme, de l'�equivalence
topologique entre un puit (point �xe stable avec deux valeurs propres r�eelles n�egatives) et un
foyer attractif (point �xe stable avec une paire de valeurs propres complexes conjugu�ees de
partie r�eelle n�egative).

II.3 Bifurcations de codimension 1 des points �xes

Nous nous int�eressons d�esormais �a des syst�emes dynamiques d�ependant d'un param�etre
� 2 R,

_x = f (x; � ) (II.3)

o�u f est une fonction r�eguli�ere dex et � .
On suppose que pour certaines valeurs de� le syst�eme poss�ede un point �xex � . Lorsque

l'on fait varier le param�etre, on dit qu'il se produit une bifurcation quand il apparâ�t, dans
le voisinage du point �xe, un portrait de phase non topologiquement �equivalent. Cela ne peut
se produire que si les nombresn+ et n� changent : par continuit�e la partie r�eelle d'une valeur
propre du Jacobien doit donc s'annuler lorsque� varie. Une bifurcation ne peut donc se produire
que s'il y a perte d'hyperbolicit�e du point �xe.

Nous nous int�eresserons uniquement aux situations o�u un seul param�etre r�eel varie. On
appellecodimensionla dimension de l'espace de param�etres. Nous �etudions donc les bifurcations
de codimension 1 des points d'�equilibre. Il n'y a alors que deux cas �a envisager : soit une valeur
propre r�eelle s'annule, soit la partie r�eelle d'une paire de valeurs propres complexes conjugu�ees
s'annule.

Reprenons rapidement le cas de l'oscillateur de van der Pol (II.1). Les deux portraits de
phases de la �gure II.1 sont clairement non-�equivalents au sens topologique, puisqu'il n'existe
pas de bijection entre un point (le point �xe attractif) et une courbe (le cycle limite). Il se
produit donc une bifurcation de codimension 1 lorsque le param�etre r�eel� s'annule. Nous la
caract�eriserons en �n de chapitre.



II.3.1 Valeur propre r�eelle non d�eg�en�er�ee.

Dans ce cas, le syst�eme (II.3) se r�eduit �a

_x = V(x; � ) o�u x 2 R; � 2 R; V : R2 �! R r�eguli�ere : (II.4)

Il est toujours possible de choisir l'origine desx de telle sorte que0 soit le point d'�equilibre, et
l'origine des param�etres de telle sorte que la bifurcation intervienne pour� = 0. Sans perte de
g�en�eralit�e, on a donc les deux conditions suppl�ementaires

V(0; 0) = 0 (existence du point d'�equilibre)
@V
@x

(0; 0) = 0 (annulation de la valeur propre du Jacobien pour� = 0)
(II.5)

Dans ce cas, pr�es du point d'�equilibreet pr�es 1 du point de bifurcation � = 0, on peut �ecrire

_x =
@V
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�
�
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�
eq

� +
@2V
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+
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+
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3!
+ : : : (II.6)

Cas g�en�erique

G�en�eriquement, c'est-�a-dire sans hypoth�ese suppl�ementaire, les d�eriv�ees@V=@�jeq et @2V=@x2jeq
sont non nulles. Comme il est possible de choisir2 l'�echelle de temps et l'�echelle desx, les termes
dominants du d�eveloppement (II.6) se ram�enent �a l'�equation suivante,

_x = � � � x2: (II.7)

Cette �equation est uneforme normale, nous y revenons section II.3.2 et dans l'appendice B.
Nous allons traiter le cas(+ ; +) , qui ne pr�esente aucune di��erence de principe avec les trois

autres (voir Fig. II.3) : _x = � + x2. Les points �xes sontx � = �
p

� � , qui existe pour � < 0.
Pour regarder leur stabilit�e, on pose

x = x � + � (t); (j� (t)j � 1) =) _� = � (2
p

� � )�:

Le point �xe +
p

� � est donc instable, tandis que�
p

� � est stable.
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Figure II.3 { Bifurcation noeud-col . Les quatre cas de la forme normale (II.7).

1. Il s'agit donc ici d'une �etude locale des bifurcations.
2. Explicitement, on pose ~t = t

p
j@2V=@x2j =(2 j@V=@�j) et ~x = x

p
j@2V=@x2j j@V=@�j =2. En toute

rigueur, x et t doivent être a�ect�es d'un tilde ~: dans (II.6).



Ces informations sont regroup�ees dans undiagramme de bifurcationdans le plan(�; x � ),
qui ne doit pas être confondu avec l'espace de phase. Par convention, une solution stable (resp.
instable) est trac�ee en traits pleins (resp. pointill�es). La Fig. II.3 regroupe les quatre cas pos-
sibles de (II.7). Cette bifurcation est appel�eebifurcation noeud-col (en Anglais "saddle-node
bifurcation")

Cette d�enomination n'est pas tr�es claire, si on ne pense qu'�a un syst�eme unidimensionnel. Il faut
imaginer un syst�eme au moins bidimensionnel, avec une valeur propre restant n�egative lorsque
� varie. La dynamique est alors compl�etement d�ependante de la valeur propre qui s'annule. La
branche stable correspond �a un noeud (deux directions stables) et la branche instable �a un col
- ou une selle, "saddle"- avec une direction stable et une instable.
Cette bifurcation est la seule qui soit g�en�erique. N�eanmoins, dans les applications, et surtout

dans les syst�emes exp�erimentaux il est tr�es fr�equent d'avoir des conditions suppl�ementaires qui
conduisent �a des diagrammes di��erents. Nous allons donc regarder ce qui se passe lorsqu'un
point �xe persiste sur tout un domaine de variation du param�etre, puis lorsqu'il existe une
sym�etrie de parit�e x  ! � x.

Persistance d'un �equilibre

Tr�es souvent, un �equilibre persiste sur toute une plage de valeurs du param�etre. Il existe donc
une fonctionX (� ) telle queX (0) = 0 , et V(X (� ); � ) = 0 sur tout un intervalle I � � [� inf ; � sup].
On peut alors poserx(t) = X (� )+ ~x(t). Dans la nouvelle variable~x(t), on a(8� 2 I � ) V(0; � ) =
0, ce qui permet de d�eduire(@nV=@�n )eq = 0. En reportant ce r�esultat dans (II.6), et au prix
d'un changement d'�echelle sur~x et t, on obtient

_x = x(� � � x); (II.8)

o�u les tildes ont �et�e enlev�es pour all�eger les notations.
Ici aussi les quatre cas sont �equivalents, et nous ne traiterons que le cas(+ ; +) . Les points

d'�equilibre sont x � = 0, stable si� � 0, qui persiste pour tout� conform�ement �a nos hypoth�eses
de d�epart, et x � = � � , stable si� � 0. L'�etude de stabilit�e ne pr�esente aucune di�cult�e, et nous
obtenons le diagramme correspondant �a labifurcation transcritique, aussi appel�eebifurcation
avec �echange de stabilit�e.
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x*

H+,+L

Figure II.4 { Bifurcation transcritique . Cas (+ ; +) de la forme normale (II.8).

Sym�etrie de parit�e x  ! � x.

Nous consid�erons maintenant un �equilibre persistant, dans un syst�eme avec une sym�etrie
de parit�e : V(� x; � ) = � V(x; � ). Les d�eriv�ees paires@2pV=@x2p sont alors toutes nulles. Les
termes dominants de (II.6), apr�es changements d'�echelles, sont

_x = x
�
� � � x2

�
: (II.9)



Les quatre possibilit�es de signes ne sont pas �equivalentes. Nous allons commencer par les
signes(+ ; � ), _x = x (� � x2). Les points �xes sontx � = 0, stable lorsque� < 0, et x � = �

p
� .

En posantx = �
p

� + � (t), on trouve _� = � 2�� . Les deux points �xes sont donc stables lorsqu'ils
existent, c'est-�a-dire pour � > 0. Le diagramme de bifurcation est alors Fig. II.5.

Figure II.5 { Bifurcation fourche surcritique . Cas (+ ; � ) de la forme normale (II.9).

Le diagramme lui même pr�esente la sym�etrie de parit�ex  ! � x. Le nom debifurcation
fourche (en Anglais, "pitchfork") est �evident graphiquement. Elle est icisurcritique (en Anglais,
supercritical) car la solution bifurqu�ee �

p
� est stable lorsqu'elle apparâ�t pour� � 0, donc

apr�es le point de bifurcation. Par analogie avec les transitions de phases, un point de bifurcation
est appel�epoint critique. Cette analogie est bien plus profonde et bien plus riche que cette seule
terminologie, et on pourra consulter l'appendice A.

Un exemple sera vu en TD, celui d'un point materiel mobile sur un cerceau circulaire
tournant �a vitesse angulaire constante autour de son diam�etre vertical. Vous mettrez en �evidence
une bifurcation fourche surcritique. Vous montrerez aussi que si l'on prend un axe �ecart�e d'une
petite distanceh du diam�etre vertical, le diagramme de bifurcation est modi��e et devient celui
pr�esent�e Fig. II.6. Que s'est-il pass�e ? La forme normale (II.9) n'est pas structurellement stable,
et une petite modi�cation du syst�eme dynamique nous fait retrouver le cas g�en�erique, celui de la
bifurcation noeud-col ! (plus un �equilibre persistant qui ne bifurque pas car il reste hyperbolique)

Figure II.6 { Bifurcation fourche imparfaite .

Passons au cas(+ ; +) , _x = x (� + x2). Rien ne change pourx � = 0, mais les autres points
�xes sont x � = �

p
� � , dont on montre facilement qu'il sont instables lorsqu'ils existent, pour

� < 0. Le point �xe x � = 0 semble se d�estabiliser pour� > 0 sans qu'un autre point d'�equilibre
apparaisse. La situation physique n'est correctement d�ecrite que si l'on prend le terme suivant
dans le d�eveloppement (II.6). Nous nous pla�cons dans le cas o�u celui-ci donne lieu �a une solution
stable : on dit que la non lin�earit�e sature l'instabilit�e. Si ce n'�etait pas le cas [le coe�cient g
n'est pas �a notre discr�etion, il est �x�e par l'�equation de d�epart (II.4)] il faudrait consid�erer le
terme suivant du d�eveloppement. Supposons donc que la bifurcation est d�ecrite par

_x = x
�
� + x2 � gx4

�
; g > 0: (II.10)



Les points �xes non nuls sont

x � = �

 
1 �

p
1 + 4�g
2g

! 1=2

: (II.11)

Pour �etudier leur stabilit�e, on pose x = x � + � (t), et on trouve

_� = 2x � 2
�
1 � 2gx� 2

�
� = ( � 2x � 2p

1 + 4�g )�:

Les points �xesx �
++ et x �

� + sont stables,x �
+ � et x �

�� sont instables. Le diagramme est repr�esent�e
Fig. II.7, avec une tangente verticale en� = � 1=(4g). Cette bifurcation fourche est appel�ee
souscritique, car la solution bifurqu�ee stable existe sous le point de bifurcation� = 0.
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Figure II.7 { Bifurcation fourche souscritique . Cas (+ ; +) de la forme normale (II.10).

La nature souscritique ou surcritique d'une bifurcation a une signature exp�erimentale claire.
Imaginons que, dans un certain dispositif, on fasse varier lentement3 le param�etre � . On mesure
la position d'�equilibre x � ; la bifurcation a lieu pour une valeur� c du param�etre. Il est inutile
sauf exception de tester explicitement sa stabilit�e, les in�evitables imperfections exp�erimentales
apportant en permanence de petites perturbations� (t), qui s'att�enuent ou s'ampli�ent selon
que le point �xe est stable ou pas.

Si la bifurcation est surcritique, la position d'�equilibre x � = 0 se d�estabilise lorsque� � � c

au pro�t d'une des deux solutions proportionnelles �a�
p

� � � c (avec une probabilit�e 1=2 si le
dispositif est parfaitement r�egl�e) de fa�con continue, puisque la solution bifurqu�ee varie comme
la racine de l'�ecart au seuil. En outre, cette �evolution estr�eversible : chacune des deux branches
stables du diagramme de la �gure II.5 peut être parcourue dans les deux sens, selon que l'on
travaille �a � croissant ou d�ecroissant.

Si la bifurcation est souscritique, lorsqu'on atteint� = � c, en faisant crô�tre � , le point
x � = 0 se d�estabilise au pro�t d'une des deux branches stables qui a une amplitude �nie
� 1=

p
g. La transition est donc discontinue. Imaginons maintenant que l'on fasse d�ecrô�tre�

alors qu'on est sur une des deux branches bifurqu�ees (donc pour� > � c). Lorsque � � � c,
il faudrait une perturbation d'amplitude �nie (et non in�nit�esimale) pour faire "sauter" le
syst�eme sur l'autre �equilibre stable x � = 0. On reste donc sur la branche bifurqu�ee tant qu'elle
existe, c'est-�a-dire jusqu'�a � � � c = � 1=(4g), point �a partir duquel on fait un deuxi�eme saut
discontinu d'amplitude � 1=

p
2g. On d�ecrit ainsi un cycle d'hyst�eresis (voir Fig. II.8) qui montre

que l'�evolution du syst�eme est irr�eversible.

3. Lentement se comprend par rapport �a une �echelle de temps caract�eristique. Ici, c'est le temps
de relaxation d'une perturbation, dont les analyses de stabilit�e montrent qu'il est en 1=(� � � c). Il est
donc di�cile en pratique de varier lentement � au voisinage du point de bifurcation � = � c.
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Figure II.8 { Cycle d'hyst�eresis (en bleu) d�ecrit lorsqu'on fait crô�tre puis d�ecrô�tre (voir le sens des

�eches) lentement le param�etre � , pour une bifurcation fourche souscritique. Si le dispositif exp�eri-
mental est parfaitement r�egl�e, la probabilit�e de bifurquer sur la branche du bas est la même.

II.3.2 Paire de valeurs propres complexes conjugu�ees.

Il nous reste �a voir le cas o�u une paire de valeurs propres complexes conjugu�ees voit sa partie
r�eelle s'annuler au point de bifurcation. Le syst�eme est n�ecessairement bidimensionnel,

(
_x = f x (x; y; � )
_y = f y(x; y; � )

o�u (x; y) 2 R2; � 2 R; (II.12)

avecf x (0; 0; 0) = 0 et f y(0; 0; 0) = 0, et comme valeurs propres� i! pour � = 0. Il est possible
de passer de deux variables r�eelles �a une seule variable complexez, puis de d�evelopper au
voisinage du point de bifurcation en puissances dez et son complexe conjugu�ez. Il est moins
trivial de montrer qu'�a l'ordre le plus bas seul un terme d'ordre 3 doit être gard�e, pour obtenir
la forme normale de la bifurcation d'Andronov-Hopf,

_z = ( � + i! )z � (gr + igi )z2z: (II.13)

On trouvera des indications dans l'appendice B, et un calcul explicite au Chapitre IV. Ici le
param�etre de bifurcation est � , et l'analyse estlocale, valable pour j� j � 1.

Pour �etudier (II.13), il est pratique d'�ecrire z(t) � � (t) exp[i� (t)], o�u le module � et la phase
� du nombre complexez sont des fonctions r�eelles du temps. S�eparant partie r�eelle et partie
imaginaire, on obtient le syst�eme suivant :

(
_� = ( � � gr � 2) �
_� = ! � gi � 2 (II.14)

La phase� n'a pas de dynamique ind�ependante de celle de� .
Regardons pour commencer le casgr > 0. Les points �xes sont� � = 0 et � � =

q
�=g r (� est

un module, seule la solution positive est �a prendre en compte). La solution� � = 0 est instable
si � > 0. Si on pose� =

q
�=g r + � (t), on trouve _� = � 2�� , ce qui montre que la solution

q
�=g r

est stable lorsqu'elle existe, c'est-�a-dire lorsque� > 0. La solution compl�ete est
8
<

:
� =

q
�=g r

� =
�
! � gi �
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�
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=) z(t) �
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�
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#

pour � > 0: (II.15)

Cette fonction p�eriodique est repr�esent�ee dans l'espace de phase par un cycle limite. Labifurca-
tion de Andronov-Hopf correspond �a la d�estabilisation d'un point �xe z� = 0 au pro�t d'un cycle
limite stable. Lorsquegr > 0, il s'agit d'une bifurcation de Hopfsurcritique.Exp�erimentalement,
lorsque le point �xe se d�estabilise des oscillations spontan�ees apparaissent, dont l'amplitude
croie continûement en fonction de� . Le module des oscillations est repr�esent�e en Fig. II.9, et
le diagramme de bifurcation dans l'espace(�; x; y ) est repr�esent�e en Fig. II.10.
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Figure II.9 { Bifurcation de Andronov-Hopf surcritique . Module de l'amplitude des oscilla-
tions, solution de (II.14).

Cette bifurcation est observ�ee pour l'oscillateur de van der Pol. Nous calculerons explicite-
ment la forme normale [c'est-�a-dire les coe�cientsgr et gi de (II.13)] au Chapitre IV.

Figure II.10 { Bifurcation de Andronov-Hopf surcritique . Diagramme de la bifurcation d�ecrite
par la forme normale (II.13).

Lorsque gr < 0, la solution � � =
q

� �=g r est instable lorsqu'elle existe, soit pour� < 0.
Il est donc n�ecessaire, comme dans le cas de la bifurcation fourche souscritique, de retenir les
termes suivants du d�eveloppement. L'�equation (II.13) est donc remplac�ee par

_z = ( � + i! )z + ( jgr j � igi )z2z � (hr + ih i )z3z2; (II.16)

o�u on supposehr > 0. L'�equation pour le module � (t) est alors

_� =
�
� + jgr j� 2 � hr � 4

�
�; (II.17)

dont les points �xes sont

� � = 0; � � = +

0

@
jgr j �

q
g2

r + 4�h r

2hr

1

A

1=2

;

ce qui donne le diagramme suivant, identique �a celui de la Fig. II.7 sauf que dans le cas pr�esent
seule la solution� � 0 a un sens.

D�ecrivons le comportement observ�e lors d'une exp�erience o�u un syst�eme pr�esente une bi-
furcation de Hopf lorsqu'un param�etre exp�erimental � varie, pour � = � c. Imaginons que l'on
augmente� �a partir d'une valeur inf�erieure �a � c. Si la bifurcation est surcritique, �a partir de � c il
apparâ�t des oscillations spontan�ees d'amplitude proportionnelles �a

p
� � � c, et cette �evolution

est r�eversible : si on diminue� l'amplitude des oscillations d�ecrô�t pour disparaitre �a � c.
Si la bifurcation est souscritique, il apparâ�t �a� c des oscillations d'amplitude �nie

q
jgr j=hr .

Si on fait d�ecrô�tre � , il y a toujours des oscillations �a� = � c, qui ne disparaissent que pour
� � � c � � g2

r =(4hr ). Leur amplitude d�ecrô�t brusquement de la valeur
q

jgr j=(2hr ) jusqu'�a 0, le
syst�eme convergeant vers le point �xe� � = 0.



s

r *

Figure II.11 { Bifurcation de Andronov-Hopf souscritique . Module de l'amplitude des oscil-
lations, solution de (II.17).

Il est instructif de tracer dans les di��erents cas l'�evolution du portrait de phase avec� .
Posant z = x + iy , on convertit le syst�eme (II.17) en

(
_x = �x � !y � (x2 + y2)(gr x � gi y) � (x2 + y2)2(hr x � hi y)
_y = !x + �y � (x2 + y2)(gi x + gr y) � (x2 + y2)2(hi x + hr y)

(II.18)

On garde les termes d'ordre5 même dans le cas surcritique o�u ils ne modi�ent pas qualitative-
ment la dynamique. On choisit (arbitrairement) ! = 1, gi = 0, hr = 1 et hi = 0. Les r�esultats
pour le cas surcritique sont donn�es Fig. II.12, et dans le cas souscritique Fig. II.13.
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Figure II.12 { Bifurcation de Andronov-Hopf surcritique . Le param�etre gr = +1 , � crô�t de
haut en bas. On repr�esente �a gauchex(t) et �a droite le portrait de phase apr�es int�egration num�erique
de (II.18). En haut � = � 0:1, le point �xe x � = 0 est stable. Dessous� = +0 :01. En rouge on trace

le cycle limite de rayon
�

�j gr j�
p

g2
r +4 �h r

2hr

� 1=2

� 0:1 avec nos param�etres. La dynamique est tr�es lente

(par rapport �a la p�eriode propre d'oscillations, peu di��erente de 2� ). En bas � = +0 :1. Le rayon du
cycle limite vaut �a peu pr�es 0.3, la dynamique est bien plus rapide. L'amplitude des oscillations est
continue en � = 0 , et crô�t comme

p
� .
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Figure II.13 { Bifurcation de Andronov-Hopf souscritique . Le param�etre gr = � 1, � crô�t de
haut en bas de la �gure. On repr�esente �a gauchex(t) et �a droite le portrait de phase apr�es int�egration
num�erique de (II.18). En haut � = � 0:3 < � g2

r =(4hr ), le point �xe x � = 0 est stable. Dessous
� g2

r =(4hr ) < � = � 0:1. Il y a deux cycles limites, l'un instable de rayon � � qui vaut 0.34 avec nos
param�etres, l'autre stable � + de rayon 0.99. Une condition initiale (0:3; 0:3)=

p
2 est �a l'int�erieur du

cycle instable et converge vers le point �xe stablex � = 0 (�a gauche, courbe rose). Une condition initiale
(0:35; 0:35)=

p
2 est �a l'ext�erieur du cycle instable et converge vers le cycle limite stable� + (�a gauche,

oscillations en bleu). Ensuite� = +0 :01, avec comme condition initiale (0:01; 0:01)=
p

2. Le point �xe
est instable, et les oscillations acqui�erent l'amplitude �nie � + � 1 avec notre choix de param�etre.
Notez bien le temps tr�es long (par rapport �a la p�eriode propre) d'�etablissement des oscillations. En
bas� = +0 :1, avec comme condition initiale(0:01; 0:01)=

p
2. Les oscillations acqui�erent une amplitude

�nie peu di��erente de la pr�ec�edente, mais bien plus rapidement.



A{Analogies avec les transitions de phase.

Il existe une analogie tr�es forte entre la th�eorie des bifurcations et la th�eorie de Landau
des transitions de phase du second ordre, dont un exemple classique est la transition para-
ferromagn�etique. �A basse temp�erature le mat�eriau pr�esente une aimantation moyenne spontan�ee
M 6= 0. Au dessus de la temp�erature critiqueTC , l'aimantation s'annule en l'absence de champ
magn�etique ext�erieur.

M

FHML

T

M

Figure II.14 { (gauche) En bleu (resp. en rouge), energie libre de Landau au dessus (resp. au
dessous) de la temp�erature critiqueTC , en fonction de l'aimantation M . (droite) Solution stable au
sens thermodynamique pour l'aimantation en fonction de la temp�erature, dans la th�eorie de Landau.
�A comparer �a la �gure II.5.

Dans le mod�ele de Landau, l'�energie libre du milieu magn�etique est �ecrite (dans les "bonnes"
unit�es !)

F =
1
2

T � TC

TC
M 2 +

1
4

M 4:

L'aimantation M minimise cette �energie libre, ce qui conduit aux solutions

@F
@M

= 0; M = 0; M = �

s
TC � T

TC

Si on repr�esenteF (M ), on voit queM = 0 est le minimum (resp. le maximum) en dessus (resp.
en dessous) deTC . La valeur de l'aimantation en fonction de la temp�erature est alors tout �a fait
similaire �a celle d'une position d'�equilibre en fonction de l'�ecart au seuil de bifurcation (voir
Fig. II.14). Ainsi le param�etre � est analogue �a la temp�erature r�eduite (T � TC )=TC , la position
d'�equilibre x � est analogue au param�etre d'ordre de la transition qui est ici l'aimantation.

B{Forme normale de la bifurcation de Hopf.

Consid�erons un syst�eme dynamique r�eel �a deux dimensions,
 

_x
_y

!

=

 
a b
c d

!  
x
y

!

+

 
f (x; y)
g(x; y)

!

o�u les valeurs propres de la matriceA sont complexes conjugu�ees�; � , et de partie r�eelle nulle
au point de bifurcation. Soitq 2 C2 le vecteur propre complexe associ�e �a� , et p 2 C2 le vecteur
propre de la transpos�eeAT associ�e �a � . Tout vecteur V = ( x; y) peut être repr�esent�e selon des
variables complexesz;z selon la formule

V = zq + z q;

pour
z = hp; V i



o�u h:; :i est le produit scalaire surC2. Ceci vient de la th�eorie de la diagonalisation.
Si l'on d�eveloppe les termes non lin�eairesf (x; y) et g(x; y) jusqu'�a l'ordre 3, et qu'on exprime

x et y en fonction dez et z, on arrive donc �a une �equation du type

_z = i 
 z + a1z2 + a2zz + a3z2 + b1z3 + b2z2z + b3zz2 + b4z3 + : : :

Le r�esultat remarquable est qu'il est possible, par des changements de variable proches de
l'identit�e, d'�eliminer tous les termes non lin�eaires �a l'exception du terme enz2z. Plus pr�ecis�ement
on pose

z = w + � 1w2 + � 2ww + � 3w2

w = z � � 1z2 � � 2zz � � 3z2 + O(jzj3)

Vous pouvez calculer les� i permettant d'�eliminer les termes quadratiques du d�eveloppement.
Attention : ce premier changement de variable modi�e lesbi !

Ensuite, on fait un nouveau changement de variable,

w = Z + � 1Z 3 + � 2Z 2Z + � 3ZZ
2

+ � 4Z
3

Z = w � � 1w3 � � 2w2w � � 3ww2 � � 4w3 + O(jzj4)

On simpli�e alors le d�eveloppement en

_Z = i 
 Z + eb2Z 2Z; eb2 = b2 +
2ja3j2

3i 

�

a2a1

i 

+

ja2j2

i 

:

Vous trouverez les d�etails de ce calcul dans [Kus95], et une expression de la forme normale
dans les variables(x; y) dans [GH83].
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Chapitre III

Au del�a des oscillations p�eriodiques...

III.1 Section de Poincar�e.

III.1.1 Application de premier retour

Nous avons vu au chapitre pr�ec�edent comment une position d'�equilibre pouvait se d�estabili-
ser au pro�t d'un r�egime d'oscillations, par une bifurcation de Hopf. Les trajectoires convergent
alors dans l'espace de phase vers un cycle limite. La question qui surgit naturellement est celle
de l'�evolution de ce cycle limite quand on continue �a faire varier les param�etres. C'est un pro-
bl�eme bien plus di�cile a priori que celui de l'�evolution d'un point �xe, car un cycle limite
occupe toute une r�egion de l'espace de phase et semble requ�erir une approche globale. Une
m�ethode due �a Poincar�e permet de ramener ce probl�eme �a une analyse bien plus simple. Elle
consiste �a d�e�nir un plan 1, appel�e section de Poincar�e, dont on requiert qu'il intersecte le cycle
limite transversalement(qu'il ne soit pas tangent), comme sur la Fig. III.1.

P

Figure III.1 { Intersection transversale entre un cycle limite (en rouge) et un plan de Poincar�e dans
un espace de phase tridimensionnel.

Le plan (�) coupe le cycle limite en un pointP. Si T est la p�eriode d'oscillation du syst�eme,
une trajectoire dont la condition initiale est sur le cycle limite passe enP �a des instants t0,
t0 + T, t0 + 2T, etc... Prenons comme condition initiale un pointM 1 voisin de P. Comme les
solutions d'un syst�eme dynamique d�ependent de fa�con continue des conditions initiales, apr�es

1. Pour avoir une �evolution int�eressante d'un cycle limite, il faut que l'espace de phase soit au moins
de dimension 3. Le cycle limite est alors contenu dans une surface (pas n�ecessairement plane) et la
section de Poincar�e est un plan. Dans le cas g�en�eral l'espace de phase estRn , le cycle limite une courbe
de dimension 1, et la section de Poincar�e un hyperplan de dimensionn � 1.
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un temps proche deT la trajectoire coupe le plan(�) (grâce �a la condition de transversalit�e)
en un point M 2 voisin deP (par continuit�e). On construit ainsi l'application de premier retour
�( :) telle que :

� :
�
�
�
�
�

(�) �! (�)
M 1 �! M 2 = �( M 1)

(III.1)

Pendant un temps �ni (et d'autant plus long que le pointM 1 aura �et�e choisi plus proche deP),
il existera dans le plan(�) une suite de pointsM n+1 = �( M n ). Le point P lui même est par
construction un point �xe de � : P = �( P). Si la suite M n converge vers (resp. diverge de)
P le point est stable (resp. instable). Discuter la stabilit�e de l'application de premier retour en
son point �xe P revient �a discuter celle du cycle limite lui même. Une �etude portant a priori
sur l'�evolution globaled'une courbe ferm�ee est ainsi r�eduite �a l'�etude locale des points �xes des
applications du plan dans lui même.

Notons P(x0
1; x0

2) les coordonn�ees deP dans (�) , et prenons un pointM (x0
1 + � 1; x0

2 + � 2)
avecj� i j � 1, dans le plan(�) et tr�es proche deP. Alors

M 2 � �( M 1) = �( P) +

0

B
B
B
B
B
B
@

@� 1

@x1

�
�
�
�
�
P

@� 1

@x2

�
�
�
�
�
P

@� 2

@x1

�
�
�
�
�
P

@� 2

@x2

�
�
�
�
�
P

1

C
C
C
C
C
C
A

 
� 1

� 2

!

� P + [ JP (�)] � (III.2)

o�u [JP (�)] est la matrice Jacobienne de� calcul�ee au point P. On trouve alors facilement

M n = P + [ JP (�)] n �: (III.3)

Si toutes les valeurs propres de[JP (�)] sont de module inf�erieur �a 1, le point P est un point
�xe stable de � et le cycle limite est stable. Si une des valeurs propres a un module strictement
sup�erieur �a 1, P est un point �xe instable et le cycle limite est instable. Unebifurcation est
donc possible lorsqu'une des valeurs propres traverse le cercle unit�e2. Nous allons �etudier trois
cas, le cas g�en�erique et les deuxr�esonances fortes� = � 1 (voir Fig. III.2).

x

y

Figure III.2 { Valeur propre traversant le cercle unit�e : R�esonances fortes� = � 1, cas g�en�erique
� = e� i� pour � 6= p� , � 6= p�= 3 et � 6= p�= 4 pour p 2 Z.

III.1.2 Forme normale de la bifurcation

Prenons l'origine de(�) en P, et passons en coordonn�ees complexes dans le plan. La r�e-
gularit�e du syst�eme dynamique sous-jacent implique celle de l'application� , que l'on peut

2. Dans les syst�emes dynamiques continus, l'�equivalent �etait la perte d'hyperbolicit�e d'un point �xe,
soit l'annulation de la partie r�eelle d'une valeur propre.



d�evelopper au voisinage deP, c'est-�a-dire au voisinage de l'origine (jZ j � 1) :

Zn+1 = �Z n +
X

m� 2

0

@
X

0� j � m

amj Z m� j
n Zn

j

1

A (III.4)

avec par hypoth�esej� j = 1.
La recherche de la forme normale associ�ee �a une valeur propre� consiste �a voir quels termes

de ce d�eveloppement peuvent être �elimin�es par un changement de variableproche de l'identit�e.
Le principe du calcul est de proc�eder ordre par ordre, en commen�cant donc par les termes
quadratiques. Exprimons les anciennes coordonn�ees en fonction des nouvelles :

Z = z +
X

0� j � 2

c2j z2� j zj : (III.5)

En injectant cette expression dans (III.4) (limit�e aux termes du deuxi�eme ordre), et en n�egli-
geant syst�ematiquement tous les termes d'ordre sup�erieur �a 2, on trouve

Zn+1 = zn+1 +
X

0� j � 2

c2j z
2� j
n+1 zj

n+1

= zn+1 +
X

0� j � 2

c2j � 2� j z2� j
n �

j
zj

n + O
�
jzn j3

�

= �

0

@zn +
X

0� j � 2

c2j z2� j
n zj

n

1

A +
X

0� j � 2

a2j zm� j
n zj

n + O
�
jzn j3

�
;

o�u dans la derni�ere ligne on a utilis�e (III.4) exprim�ee dans la variable zn . On en d�eduit

zn+1 = �z n +
X

0� j � 2

h�
� � � 2� j �

j �
c2j + a2j

i
z2� j

n zj
n + O

�
jzn j3

�
: (III.6)

Si et seulement sile coe�cient devant les c2j est non nul, il est possible d'�eliminer le terme
quadratique par le choix

c2j = �
a2j

� � � 2� j �
j :

Les cas probl�ematiques apparaissent pour les termesj = 0 et j = 1, qui ne peuvent être �elimin�es
si � = 1. Ce cas de r�esonance fortesera trait�e �a part (voir section III.2.2). Pour j = 2, il peut
y avoir un probl�eme si � = �

2
soit � 3 = 1. Le cas o�u � est une racine cubique de l'unit�e est un

autre cas de r�esonance forte qui ne sera pas discut�e.
Une fois les termes quadratiques �elimin�es, on r�eit�ere le proc�ed�e �a l'ordre suivant. On fait un

nouveau changement de variables

z = w +
X

0� j � 3

c3j w3� j wj : (III.7)

L'�equation (III.6) se trouve remplac�ee par

wn+1 = �w n +
X

0� j � 3

h�
� � � 3� j �

j �
c3j + a0

3j

i
w3� j

n wj
n + O

�
jwn j4

�
: (III.8)

Remarque importante !
Le coe�cient a0

3j n'est pas identique �aa3j du d�eveloppement initial (III.4). Le calcul que nous
venons de faire ne donne pas la valeur du coe�cienta dans la forme normale (III.9), mais juste



la nature du terme qui reste. Si on veut faire compl�etement le calcul, il faut lorsqu'on fait le
changement de variable �a l'ordre 2 calculer les termes d'ordre 3 cons�ecutifs �a ce changement de
variable. Les coe�cients initiaux a3j sont chang�es en des coe�cientsa0

3j qui d�ependent de� et
des coe�cients a2j . Nous ne donnerons pas leur expression dont nous n'aurons pas besoin. Le
calcul complet est donn�e dans [1].

Pour j = 0, on peut avoir un probl�eme si � 2 = 1 soit � = � 1 (outre � = 1), nouveau
cas de r�esonance forte qui sera trait�e ult�erieurement (voir section III.2.3). La même r�esonance
apparâ�t pour j = 2, et pour j = 3 on peut avoir un probl�eme si � est une racine quatri�eme
de l'unit�e, cas que nous n'�etudierons pas. Le cas nouveau est pourj = 1. En e�et le coe�cient
de c31 est � � � 2� = 0 car par hypoth�ese j� j = 1 ! Il n'est donc pas possible d'�eliminer le
terme correspondant, et en ne gardant que le terme nonlin�eaire dominant on aboutit �a la forme
normale

wn+1 = �w n + aw2
nwn ; (III.9)

qui constitue le cas g�en�erique de la bifurcation des cycles limites.

III.2 Bifurcations des cycles limites

III.2.1 Bifurcation de Hopf secondaire

Nous allons commencer par le cas g�en�eral� 6= � 1, � 3 6= 1 et � 4 6= 1. Nous nous pla�cons au
voisinage du point �xe, et au voisinage du point de bifurcation,� = (1 + � )ei� avec� r�eel tel
que j� j � 1. Le param�etre de la bifurcation est donc� . Il est commode de posera = dei� avec
d = dr + id i . L'�equation (III.9) s'�ecrit donc (en reprenant la variable z)

zn+1 = ei� zn

�
1 + � + djzn j2

�
(III.10)

En posant z = �e i� , on trouve pour le module l'�equation

� n+1 = � n

�
�
�1 + � + d� 2

n

�
�
� = � n (1 + � )

 

1 +
2dr

1 + �
� 2

n +
jdj2

(1 + � )2
� 4

n

! 1=2

� n+1 = � n

�
1 + � + dr � 2

n

�
+ O

�
� 4

n

�
(III.11)

Par ailleurs, la seule correction possible provenant du terme endi jzn j2, la phase v�eri�e

� n+1 = � n + � + O
�
� 2

n

�
(III.12)

Pour le module, les points �xes sont� � = 0, stable si � � 0, et � � =
q

� �=d r . Supposons
dr < 0; la solution existe pour� � 0. L'�evolution d'une petite perturbation � n = � � + � n avec
j� n j � 1 est donn�ee par (III.11),

� � + � n+1 = ( � � + � n )
�
1 + � + dr � � 2 + 2dr � � � n

�

= � �
�
1 + � + dr � � 2

�
+ � n

�
1 + � + 3dr � � 2

�

� n+1 = (1 � 2� )� n

qui montre que la solution bifurqu�ee est stable lorsque� > 0. Le casdr < 0 correspond �a la
bifurcation surcritique ; nous ne referons pas les calculs dans le cas souscritique.



Le point �xe de (�) bifurque vers un cycle limite de rayon� � dans(�) , il s'agit donc d'une
bifurcation de Hopf secondaire, aussi appel�eebifurcation de Neimark-Sacker. Dans le plan(�) ,
la repr�esentation graphique deszn est illustr�ee par la Fig. III.3.

Le cercle dans le plan(�) est l'intersection de ce plan avec l'attracteur du syst�eme dy-
namique. Les trajectoires sont donc sur untore T2. Lorsque �=(2� ) est irrationnel, elles sont
denses sur le tore, et les points d'intersection avec(�) denses dans le cercle de rayon

q
�= jdr j.

Lorsque�=(2� ) = p=qo�u p et q sont entiers, l'attracteur est une trajectoire ferm�ee sur le tore,
avecp tours le long du cercle limite initial etq tours e�ectu�es dans la direction transverse. Ex-
p�erimentalement, un cycle limite correspond �a un mouvement oscillant �a une fr�equencef 1, et la
rotation autour du tore �a l'apparition d'une autre fr�equence f 2. Un spectre en fr�equence peut
donc contenir des pics �a ces fr�equences, et toutes leurs combinaisons lin�eaires. Nous verrons une
illustration exp�erimentale au x III.3.3.

Figure III.3 { Bifurcation d'un cycle limite vers un tore. Repr�esentation des it�er�es successifs de
la fonction (III.10), pour d = � 1. Le point initial est al�eatoire, la calcul utilise la fonction Mathematica
Nest[f,x,n] . De gauche �a droite et de haut en bas :� = � 0:1, le point �xe est stable ; � = +0 :1,
� =

p
2 est incommensurable avec2� , le point �xe est instable et les points M n se r�epartissent de

fa�con dense sur le cercle limite de(�) ; � = � 0:1 et � = 2 �= 7, le point �xe est stable et la p�eriodicit�e
bien visible ; � = +0 :1 et � = 2 �= 7, le point �xe est instable et les points se r�epartissent sur le cycle
limite avec la p�eriodicit�e 7, qui ne correspond pas �a une r�esonance forte.

III.2.2 R�esonance forte. Valeur propre � = 1

Dans cette section et la suivante, la valeur propre est r�eelle et il est tr�es maladroit de calculer
les formes normales en variables complexes. Je ne refais pas les calculs, ils sont parfaitement
clairs et explicites (et sans grande di�cult�e) dans [1].

Lorsque� = 1, la forme normale fait intervenir une seule variable r�eelle et s'�ecrit ([1]x 4.3)

X n+1 = � + X n � X 2
n : (III.13)

Les calculs sont les mêmes que pour la bifurcation noeud-col des syst�emes continus. Avec le
signe "+ ", les points �xes sont X � = �

p
� � . En posantX n = X � + � n , on trouve

� n+1 = � n

�

1 � 2
q

� �
�

;



Figure III.4 { Trajectoire dans l'espace de phase sur un toreT2. Les deux fr�equences de rotation
sont dans un rapport irrationnel, donc la section de Poincar�e (en rouge) est une courbe ferm�ee.

montrant que +
p

� � est instable et �
p

� � est stable. Pour� � 0 il existe dans l'espace de
phase deux cycles limites, dont l'un est instable, qui se confondent lorsque� = 0.

III.2.3 Bifurcation de doublement de p�eriode. � = � 1

Pour � = � 1, la forme normale est ([1]x 4.5)

X n+1 = f (X n ) � � (1 + � )X n � X 3
n : (III.14)

Cette bifurcation correspond �a un sc�enario de transition vers le chaos (voirx III.3.4), et sera
vue en d�etail en TP 3.

Supposons que le signe soit "+" dans (III.14). Il y a un point �xe �evident x � = 0, stable si
� � 0 et instable sinon. Par contre, il n'y a aucun autre point �xe au voisinage de l'origine.
Lorsque � > 0, les it�er�es alternent entre les deux cot�es de l'origine. Pour savoir si on s'en
approche ou si l'on s'en �eloigne, il faut �etudier le second it�er�e d'un point,X n+2 = f (f (X n )) �
f � f (X n ).

f � f (X ) = � (1 + � )[� (1 + � )X + X 3] + [ � (1 + � )X + X 3]3

= (1 + � )2X � (1 + � )(2 + 2 � + � 2)X 3 + O(X 5)

Figure III.5 { Trac�e de f � f avec la premi�ere bissectrice. Leurs intersections d�e�nissent les points
�xes. De gauche �a droite � = � 0:25, 0 et +0 :25.

La fonction f � f admet alors deux points �xes,X � = 0 qui est instable pour � > 0, et
X � = �

p
� + O(� ). Une perturbation � n �evolue selon

� X � + � n+1 = (1 + � )2(� X � + � n ) � (1 + � )(2 + 2 � + � 2)( � X � 3 + X � 2� n )

� n+1 = (1 � 3� 2)� n ;

qui montre que l'on a un point �xe stable def � f dont le trac�e Fig. III.5 illustre graphiquement
ce r�esultat. Il est facile de tracer les it�er�es successifs par la fonctionf , en utilisant les deux
bissectrices ( Fig. III.6). Il apparâ�t un cycle de p�eriode 2.



Figure III.6 { It�er�es successifs def (x) pour, de gauche �a droite, � = � 0:25, 0 et +0 :25. La conver-
gence est tr�es lente (alg�ebrique et non exponentielle) pour� = 0 ; un cycle de p�eriode 2 apparâ�t apr�es
la bifurcation.

Dans la section de Poincar�e(�) , les abcisses des points d'intersection entre la section et la
trajectoire dans l'espace de phase sont de signe alternativement positif et n�egatif. Comme deux
trajectoires ne peuvent pas se croiser dans l'espace de phase, du fait du th�eor�eme d'unicit�e, il
est impossible que le cycle limite appartienne �a une surface orientable. Il doit n�ecessairement
s'inscrire dans une surface pr�esentant une torsion, c'est-�a-dire unebande de Moebius4, Fig. III.7.
Elle ne peut exister qu'en dimension 3, qui est donc la dimension minimale de l'espace de phase
n�ecessaire �a l'apparition du chaos (voirx III.3.4). La trajectoire s'enroule autour au cycle limite
(avant bifurcation) d'un tour dans le temps mis pour parcourir deux fois le cycle : il s'agit d'une
r�esonance �a fr�equence moiti�e.

Figure III.7 { Bifurcation sous-harmonique d'un cycle limite. Apr�es bifurcation, le cycle limite de
p�eriode double est contenu dans une surface avec torsion, telle qu'une bande de Moebius.

III.2.4 Un premier bilan...

Si l'on connâ�t a priori l'expression du syst�eme dynamique, il est tr�es peu probable qu'il
existe une expression analytique de l'application de premier retour (le probl�eme est, en gros,
aussi di�cile que l'int�egration du syst�eme dynamique lui-même). Cependant, nous avons pu
donner la liste compl�ete des �evolutions possibles d'un cycle limite, simplement en introduisant
cette notion d'application de premier retour :

{ Bifurcation de Neimark-Sacker, oscillations pseudo-p�eriodique.
{ R�esonance forte � = 1, collapse de deux cycles limites (un stable, un instable).

3. En TP, vous �etudierez l'application logistique X n+1 = 4 rX n (1 � X n ). Un calcul simple permet
d'�eliminer le terme quadratique, et d'aboutir �a la forme normale (III.14).

4. Pour construire cette surface, prenez une longue bande de papier et collez les deux extr�emit�es.
Si vous ne tordez pas la bande, vous obtenez un cylindre, surface orientable avec un int�erieur et un
ext�erieur. Avec une torsion d'un demi-tour autour de l'axe de la bande, vous obtenez une bande de
Moebius qui n'a pas d'int�erieur.



{ R�esonance forte � = � 1, doublement de p�eriode.
{ R�esonances fortes� 3 = 1 et � 4 = 1 (voir [2])

et c'est tout !

III.3 Sc�enarios de transition vers le chaos

III.3.1 Chaos d�eterministe

Notion d'attracteur �etrange.

Cette notion concerne lessyst�emes dynamiques dissipatifs. Ces syst�emes v�eri�ent

(x 2 Rn ) ;
dx
dt

= f (x) avec
nX

j =1

@fj
@xj

(x) < 0: (III.15)

Comme exemples on peut citer les syst�emes dynamiques tir�es de probl�emes hydrodynamiques,
de probl�emes de circuits �electriques, d�ecrivant la cin�etique de r�eactions chimiques, ou la dyna-
mique de populations en Biologie. Les probl�emes Hamiltoniens sont, par contre, exclus de ce
cadre puisque ils conservent les volumes dans l'espace des phases.

Au syst�eme dynamique on associe un
ot dans l'espace de phase, soit l'application

� :
�
�
�
�
�

Rn � R �! Rn

(x0; t) �! � (x0; t) solution de (III.15) avec x(t = 0) = x0:
(III.16)

Supposons qu'il existe un volumeV � Rn de l'espace de phase tel que, six0 2 V alors
� (x0; t) 2 V pour tout temps t > 0. Du fait de la dissipation, l'application � r�eduit les volumes,
et pour t ! 1 l'ensembleV est r�eduit �a un ensemble lim

t !1
� (V; t) = W qui est donc de volume

nul. Toute condition initiale dans V approche doncW lorsquet ! 1 . L'ensembleW est appel�e
un attracteur pour le 
ot � . Il est aussi invariant pour le 
ot, � (W; t) = W. On d�e�nit son bassin
d'attraction comme l'ensemble des pointsx0 tels que� (x0; t) approcheW lorsquet ! 1 (un

ot pouvant avoir plusieurs attracteurs, chacun d'entre eux avec son bassin d'attraction).

Nous avons d�ej�a vu deux exemples simples d'attracteurs : les points �xes asymptotiquement
stables (de dimension 0 dans un espace de phase au moins de dimension 1), et les cycles limites
(de dimension 1 dans un espace de phase au moins de dimension 2), auxquels nous pouvons
ajouter le tore T2 (de dimension 2 dans un espace de phase au moins de dimension 3) vu au
x III.2.1. Tous ces attracteurs sont bien de volume nul respectivement �a l'espace de phase dans
lequel ils sont plong�es.

Qu'un attracteur ait un volume nul ne signi�e nullement qu'il a une longueur nulle ! Par
cons�equent, bien que tous les points deV convergent dans le même attracteurW, il peut se
trouver que des points arbitrairement proches dansV se trouvent macroscopiquement distants
dans W au bout d'un temps su�samment long. Cette propri�et�e est appel�ee sensibilit�e aux
conditions initiales. Un attracteur poss�edant cette propri�et�e (ce qui n'est de fa�con �evidente5

pas le cas d'un point ou d'un cycle) est appel�e unattracteur �etrange.
Il n'est pas question, dans ce cours d'introduction, d'entreprendre une �etude compl�ete de

ces objets. Nous allons voir l'exemple de l'attracteur de H�enon. Il correspond �a l'application du
plan (

X n+1 = Yn + 1 � �X 2
n ;

Yn+1 = �X n :
de Jacobien

�
�
�
�
�

� � 1
� 0

�
�
�
�
�
= � � (III.17)

5. C'est nettement moins �evident pour le tore T2. N�eanmoins on peut montrer que les syst�emes
quasi-p�eriodiques ne poss�edent pas la propri�et�e de sensibilit�e aux conditions initiales[3].



La transformation est "dissipative" (elle r�eduit les aires) sij� j < 1. Les �gures III.8 et III.9 sont
r�ealis�ees avec les valeurs� = 1:4 et � = 0:3.

Sensibilit�e aux conditions initiales.

Cette propri�et�e peut être illustr�ee en prenant deux conditions initiales tr�es proches, et en
regardant comment les trajectoires correspondantes s'�eloignent l'une de l'autre dans l'espace
de phase. L'attracteur de H�enon est trac�e dans la Fig. III.8. On montre aussi la position sur
l'attracteur, apr�es 40 it�erations de l'application (III.17), de deux points initialement proches �a
10� 7 pr�es. Ces points se retrouvent largement s�epar�es sur l'attracteur.

Figure III.8 { Attracteur de H�enon. L'attracteur est trac�e pour 1000 it�erations. Les points rouges
repr�esentent l'it�er�e 40 de deux conditions initiales s�epar�ees de 10� 7 (les points bleus, bien entendu
confondus �a cette �echelle). On constate que ces it�er�es sont s�epar�es macroscopiquement.

La propri�et�e de sensibilit�e aux conditions initiales est celle qui, intuitivement, traduit le
mieux le caract�erechaotiquede la dynamique. La signature exp�erimentale la plus claire d'une
dynamique chaotique estl'impr�edictibilit�e de l'�evolution d'un syst�eme par ailleurs d�eterministe,
c'est-�a-dire dont la loi d'�evolution est connue explicitement sous forme d'un syst�eme dynamique
continu ou d'une application (s'il s'agit d'une �evolution en temps discret). En gros, si un syst�eme
est chaotique, deux conditions initiales proches s'�eloignent l'une de l'autre de fa�con exponen-
tielle ; si l'on veut augmenter d'une dur�ee� t un temps de pr�ediction �able, il faut en gros
augmenter exponentiellement la pr�ecision sur la condition initiale. Comme les limites sont assez
vite atteintes, on ne peut pr�edire l'�evolution du syst�eme sur un temps tr�es grand. Pensez �a la
limite de 5 jours que les pr�evisions m�et�eorologiques peinent �a d�epasser.

La Fig. III.9 illustre le fait que l'attracteur de H�enon n'est pas une courbe continue, mais
a une structure discr�ete sous jacente. Un tel objet, de dimension interm�ediaire entre celle d'un
point (soit 0) et celle d'une courbe (soit 1) est appel�efractal. Sa dimension peut être d�e�nie
de la mani�ere suivante. On recouvre l'objet avec des boules (ici, des disques) de rayon� , au
nombre deN (� ). La dimension fractaledf de l'objet est alors

df = lim
� ! 0

"
logN (� )
log(� � 1)

#

: (III.18)

Il est facile de voir qu'on trouve bien 0 pour un point isol�e et 1 pour une courbe continue.
Un exemple classique de fractal est l'ensemble triadique de Cantor : on divise l'intervalle

[0; 1] en trois tiers, et on supprime celui du milieu, et ainsi de suite �a l'in�ni sur chaque segment



restant. On prend �a la n-i�eme �etape � = 1=3n , et il faut N (� ) = 2 n intervalles de ce type pour
recouvrir l'ensemble de Cantor. On a donc

df = lim
n!1

log 2n

log 3n
=

log 2
log 3

� 0:63;

e�ectivement interm�ediaire entre la dimension du point (0) et celle de la ligne (1).
Num�eriquement, on peut montrer que la dimension fractale de l'attracteur de H�enon est

1:26 (interm�ediaire entre la ligne et la surface). Si nous repensons �a nos syst�emes dynamiques
continus, une application du plan peut être consid�er�ee comme une section de Poincar�e de
l'attracteur. Un attracteur �etrange peut être vu comme ayant une section de Poincar�e fractale.
Rien de ce qui pr�ec�ede ne le d�emontre, bien sûr ! Je vous renvoie �a la bibliographie en �n de
chapitre pour plus d'informations.

Figure III.9 { Attracteur de H�enon. La condition initiale est al�eatoire, on propose deux zooms
successifs (bien prendre garde aux coordonn�ees). La di�cult�e est que la visualisation de zones de
plus en plus r�eduites de l'espace de phase(X; Y ) necessite d'augmenter consid�erablement le nombre
d'it�erations de l'application. De haut en bas 103 puis 105 et en�n 4 105.



III.3.2 Un syst�eme exp�erimental : la convection en "petite boite"

Plutôt que de discuter abstraitement du chaos, nous allons �etudier une exp�erience de convec-
tion. Un 
uide simple (Newtonien) soumis �a la gravit�e est chau��e par le bas. La densit�e d'un

uide diminuant avec la temp�erature, cette situation est instable car le 
uide chaud a tendance �a
monter (c'est le principe de la montgol��ere !). La Fig. III.10 pr�ecise la g�eom�etrie de l'exp�erience.

Figure III.10 { �A droite, couche de 
uide d'�epaisseur h contenue entre deux plaques conductrices
de la chaleur aux temp�eratures respectivesT0 + � T avec � T > 0 (en bas) et T0 en haut. �A gauche,
pro�l de temp�erature en l'absence de convection.

Lorsque � T est faible, il existe au sein du 
uide un pro�l lin�eaire de temp�erature dû �a
la conduction thermique. Pour comprendre le m�ecanisme de l'instabilit�e, imaginons qu'une
particule sph�erique de rayonR soit d�eplac�ee vers le haut par une perturbation de vitesse�v . Sa
temp�erature a tendance �a s'�egaliser avec celle du milieu environnant par di�usion thermique,
sur un temps caract�eristique� D � R2=� o�u � est la di�usivit�e thermique du 
uide. Pendant
ce temps, elle s'est d�eplac�ee de�z = �v� D , et acqui�ere une di��erence de temp�erature �T par
rapport au 
uide environnant,

�T � �z
@T
@z

� �v
R2

�
� T
h

:

Si � repr�esente la dilatation thermique du 
uide, la variation de densit�e �� de la goutte par
rapport au 
uide environnant est

�� � � � 0��T � � � 0��v
R2

�
� T
h

;

o�u � 0 est la densit�e du 
uide �a T0. �Etant moins dense que le 
uide environnant, la goutte a
tendance �a monter sous l'action de la force d'Archim�ede�F A , qui vaut ici

�F A = �
4
3

�R 3g�� �
4
3

�� 0�g�v
R5

�
� T
h

:

La force antagoniste est la force de frottement visqueuxFvisc = � 6��R�v , o�u � est la viscosit�e
du 
uide. L'instabilit�e se produit donc lorsque

FA > F visc =)
4
3

�� 0�g�v
R5

�
� T
h

> 6��R�v:

Bien sûr, ce calcul ne va pas nous donner de valeur num�erique correcte. Il montre cependant
que les grands rayons sont plus facilement d�estabilis�es. Si l'on prend pourR la taille maximale
accessible, soith=2, on trouve un crit�ere faisant intervenir le nombre de Rayleigh,

Ra �
� � T � 0gh3

��
> 72:



Au dessus d'une valeur critique du nombre de Rayleigh (exp�erimentalement, 1708 ; notre ap-
proche hyper simpli��ee est num�eriquement peu satisfaisante ; pour une th�eorie compl�ete voir
[4]), la solution de 
uide immobile conduisant la chaleur se d�estabilise au pro�t d'un syst�eme de
rouleaux contrarotatifs, qui transportent la chaleur parconvectionet non plus par conduction.
Cette instabilit�e porte le nom d' instabilit�e de Rayleigh-B�enard.

Figure III.11 { Instabilit�e de Rayleigh-B�enard . Au dessus du nombre de Rayleigh critique, le

uide cesse d'̂etre au repos et se structure en rouleaux de convection contrarotatifs. Deux rouleaux
constituent une con�guration en "petite bô�te".

En quoi cette situation peut-elle être d�ecrite par la th�eorie des syst�emes dynamiques ? A
priori, elle rel�eve des �equations de l'hydrodynamique qui conduit �a des �equations aux d�eriv�ees
partielles pour les variables de temps et d'espace. Mais nous avons vu que les perturbation de
grande taille (de grande longueur d'onde, plus exactement) sont favoris�ees. Il est donc possible
de se placer dans un syst�eme con�n�e de taille lat�erale du même ordre que la hauteur de la cellule,
ce qu'on appelle une "petite boite". Dans ce cas, il y a tr�es peu de rouleaux et ceux-ci subsistent
en subissant des bifurcations successives dans une large gamme de nombre de Rayleigh. Pour
une boite de longueur2h, profondeur h, on a juste deux rouleaux et on peut prendre comme
variable dynamique l'amplitude de la vitesse de rotation d'un rouleau. On obtient un syst�eme �a
petit nombre de degr�es de libert�e qui peut être d�ecrit par un syst�eme dynamique6. Le param�etre
de contrôle est l'�ecart de temp�erature � T. La premi�ere instabilit�e, conduisant �a l'apparition
des rouleaux, est une bifurcation fourche car les deux sens de rotation sont �equiprobables.

Figure III.12 { Instabilit�e de Rayleigh-B�enard . En petite boite, l'apparition des rouleaux est
d�ecrite par une bifurcation fourche.

6. Le passage de l'hydrodynamique (fonctions der et t) vers un syst�eme dynamique (fonctions det
seulement) n'a cependant rien de trivial. Plus pr�ecis�ement, on prend des modes de Fourier du champ
de vitesse. En particulier, deux rouleaux ne signi�e nullement deux degr�es de libert�e !



III.3.3 Le sc�enario de Ruelle, Takens et Newhouse

Le sc�enario de Landau de transition vers la turbulence

L'apparition d'un comportement chaotique dans un syst�eme dynamique se traduit exp�e-
rimentalement par le fait que le spectre de Fourier temporel de la grandeur que l'on mesure
devient continu, sans pr�esenter de pics s�epar�es. Lorsque l'�ecoulement d'un 
uide est turbulent
(pensez aux volutes d'une fum�ee, ou �a l'�ecoulement d'un torrent) c'est ce que l'on observe en
mesurant, par exemple, la vitesse du 
uide. Historiquement, l'�etude des syst�emes dynamiques
chaotiques avait pour but de comprendre la turbulence. Ce but n'a pas �et�e rempli, car la tur-
bulence est un ph�enom�ene spatio-temporel qui ne se r�eduit pas �a un syst�eme dynamique �a un
nombre �ni de degr�es de libert�e. Parler de turbulence dans le cadre de ce cours n'a donc qu'une
justi�cation historique !

L'id�ee de Landau ( voir [5], x30), pour rendre compte de l'apparition d'un spectre temporel
continu, �etait d'imaginer une suite de bifurcations de Hopf. Pensons �a la convection, syst�eme
exp�erimental dans lequel le for�cage est ind�ependant du temps (c'est l'�ecart de temp�erature� T).
Dans une exp�erience typique, on augmente tr�es lentement� T et on mesure la vitesse du 
uide.

Partant du 
uide au repos, avec un transport de la chaleur par conduction, une premi�ere
bifurcation fourche conduit �a des rouleaux contrarotatifs, de vitesse de rotation constante.
Ensuite, apr�es une bifurcation de Hopf, leur vitesse de rotation oscille �a une certaine fr�equence
f 1. Le syst�eme est nonlin�eaire, donc les harmoniques def 1 interviennent aussi. Supposons
qu'une deuxi�eme bifurcation de Hopf ait lieu, avec une fr�equencef 2. Le spectre comprend alors
toutes les combinaisonsnf 1 + mf 2 avec (n; m) 2 Z2. Si on imagine une suite in�nie de telles
bifurcations, le spectre en fr�equence s'enrichit progressivement jusqu'�a devenir continu.

La d�ecouverte de Ruelle et Takens

Dans deux articles d�esormais historiques [6, 7], D. Ruelle et F. Takens, puis S. Newhouse,
ont invalid�e l'id�ee de Landau. Si une premi�ere bifurcation de Hopf conduit �a un cycle limite, la
seconde conduit �a un attracteur qui est un toreT2. Une nouvelle bifurcation conduit �a un tore
T3 (di�cile �a visualiser, puisqu'il s'agit d'un tore �a trois dimensions plong�e dans un espace de
dimension 4). Physiquement, trois fr�equences non commensurablesf 1, f 2 et f 3 apparaissent dans
le spectre du signal. Ce qu'ont montr�e ces auteurs, c'est que ce toreT3 est structurellement
instable au pro�t d'un attracteur �etrange. En pratique, la probabilit�e d'observer un tore T3

dans une exp�erience est nulle, et la troisi�eme bifurcation de Hopf conduit �a un comportement
chaotique. Une illustration exp�erimentale est fournie par la Fig. III.13, tir�ee de [8].



Figure III.13 { Spectre de fr�equence pour le transport de la chaleur dans une exp�erience de convec-
tion. Le nombre de Rayleigh crô�t de haut en bas. La courbe du haut montref 1 et deux harmoniques
(2f 1 et 3f 1). S'ensuit une bifurcation de Hopf secondaire, le spectre s'enrichissant des nombreux har-
moniquesnf 1 + mf 2 avec (n; m) 2 Z2. En�n, le spectre devient continu.

III.3.4 La cascade sous-harmonique

Un deuxi�eme sc�enario, d�ecouvert par Feigenbaum (1978), est celui de lacascade de double-
ment de p�eriode, ou cascade sous-harmonique. Une fois qu'un cycle limite a subi une bifurcation
de doublement, ce processus se r�ep�ete en pr�esentant d'�etonnantes propri�et�es d'�echelle.

Exemple 1 : Dynamique de population

Vous verrez d'autres exemples en TP. Interessons nous au syst�eme discret de Ricker7

X n+1 = �X ne� X n � f R(X n ; � ): (III.19)

Graphiquement, le point �xe de (III.19) est d�etermin�e par l'intersection x � du graphe de
f R(x; � ) avec la premi�ere bissectrice. Le point �xex � = 0 cesse d'être stable pour� > 1. La
premiere bifurcation de doublement de p�eriode a lieu quand la pentef 0

R(x � ; � ) vaut � 1, soit
� = e2. On �etudie alors f R � f R , et comme le montre le graphe en bas droite de la Fig. III.14,
le point �xe se d�estabilise par une nouvelle bifurcation de doublement de p�eriode lorsque(f R �
f R)0(x � ) = � 1. On �etudie alors le second it�er�e de f R � f R , c'est �a dire le quatri�eme de f R . Il
se produit ainsi une< cascade> de bifurcations successives. Ce ph�enom�ene est illustr�e par la
Fig. III.15 qui montre les cycles1=2=4=8 du mod�ele de Ricker.

7. Cette id�ee vient de [1]. Une rapide recherche sur Internet vous montrera que ce mod�ele, qui d�ecrit
l'�evolution d'une population de poissons, est tout sauf th�eorique : bien que datant de 1954, on n'a
toujours pas mieux pour estimer l'�evolution d'une population de poissons que de regarder o�u elle se
situe sur la courbe de Ricker Fig. III.14 !



Figure III.14 { Trac�es de la courbe de Rickerf R (x; � ) (en haut) et de son second it�er�e, pour � = 5 ,
� = e2 (premi�ere bifurcation de doublement), � = 10 et en�n � = 12:5092 (deuxi�eme bifurcation de
doublement).

Figure III.15 { Les trois premi�eres bifurcations de doublement de p�eriode dans le mod�ele de Ricker.

Notons � (n) la valeur du param�etre de bifurcation lors de lan-i�eme bifurcation, quand
on passe d'une p�eriode2n� 1T0 �a la p�eriode 2nT0. La suite des� (n) pr�esente une convergence
g�eom�etrique vers une valeur� c dans le sens suivant :

lim
n!1

� (n) � � (n� 1)

� (n+1) � � (n)
� � = 4:6692: : : ; lim

n!1
� n

�
� c � � (n)

�
= A 6= 0: (III.20)

Feigenbaum a montr�e que la constante� est universelle, c'est-�a-dire ind�ependante du syst�eme
dynamique (la constanteA, par contre, ainsi bien entendu que� c, d�epend du syst�eme consid�er�e).

Exemple 2 : Un syst�eme dynamique continu

�A titre d'illustration, voici les r�esultats de l'int�egration num�erique de l'oscillateur de Du�ng
forc�e,

•x � x + x3 + 
 _x = dcos(!t );

8
><

>:

_x = y
_
 = !
_y = x � x3 � 
y + dcos(
)

(III.21)

La Fig. III.16 montre l'apparition d'un cycle limite, puis les deux r�egimes sous harmoniques
�a fr�equence f 0=2 et f 0=4, et un r�egime chaotique au del�a de la valeurdc du param�etre de la
bifurcation (qui est ici l'amplitude du for�cage).



Figure III.16 { Simulations de (III.21), pour 
 = 0 :1 et ! = 1 :4. Le param�etre d crô�t de gauche �a
droite (d = 0 :1; 0:32; 0:338 et 0:35). En haut on repr�esente x(t), qui montre une p�eriode T0, puis les
sous harmoniques2T0 et 4T0 et un signal chaotique. En bas cette situation est illustr�ee dans le plan
(x; y).

Illustration exp�erimentale

La cascade de doublement de p�eriode est d�esormais bien document�ee exp�erimentalement.
Une des premi�eres observations fut l'exp�erience de convection de Libchaber et Maurer [9, 10].
Le param�etre de bifurcation est le nombre de RayleighRa qui vaut Rc au d�emarrage de la
convection. Ils ont estim�e num�eriquement la constante de Feigenbaum,

Ra8 � Ra4

Ra16 � Ra8
� 4:4 � 0:1

en accord raisonnable avec la valeur th�eorique. Le signal temporel est donn�e dans la Fig. III.17,
et l'analyse de Fourier est faite dans la Fig. III.18.



Figure III.17 { Signal temporel. Tir�e de [10].

Figure III.18 { Spectre de Fourier. Tir�e de [10].



III.4 Quelques r�ef�erences...

Plus que les autres, ce chapitre n�ecessite une bibliographie comment�ee. Les ouvrages les plus
avanc�es sont donn�es �a titre indicatif, pour une �etude ult�erieure. Des indications sont donn�ees
sur des sujets qui n'ont pas �et�e abord�es.

Vari�et�e centrale

La notion de vari�et�e centrale permet de mieux comprendre les calculs de forme normale.
L'id�ee de base est qu'en un point de bifurcation, la dynamique du syst�eme est enti�erement
d�etermin�ee par les valeurs propres dont la partie r�eelle s'annule (pour un syst�eme dynamique
continu ; pour une application, il s'agit des valeurs propres de module 1). La lin�earisation
du syst�eme, et la diagonalisation de la matrice ainsi obtenue, conduit �a distinguer unespace
vectoriel stable(de base les vecteurs propres associ�es �aRe(� ) < 0 ou j� j < 1), un espace vectoriel
instable (de base les vecteurs propres associ�es �aRe(� ) > 0 ou j� j > 1) et un espace vectoriel
central (de base les vecteurs propres associ�es �aRe(� ) = 0 ou j� j = 1). Seuls les vecteurs propres
appartenant �a l'espace central ont un e�et sur la dynamique.

Une vari�et�e est la g�en�eralisation dans le cas non lin�eaire de la notion d'espace vectoriel
(pensez �a une surface contenue dansR3, su�samment r�eguli�ere, par rapport �a un plan). La
transformation proche de l'identit�e qui conduit �a la forme normale d'une bifurcation consiste
�a �ecrire l'�equation de la vari�et�e centrale �a proximit�e de la bifurcation et au voisinage du point
d'�equilibre. Le sujet est bien trait�e par Manneville [4], ainsi que dans le tr�es bon papier de revue
de Crawford [11]. On pourra aussi consulter [1, 12], plus di�ciles.

Convection

On pourra consulter un livre d'hydrodynamique, par exemple [13]. On trouvera beaucoup
d'illustrations exp�erimentales, ainsi qu'un traitement tr�es rigoureux du crit�ere d'instabilit�e dans
[4]. Beaucoup de donn�ees dans [14] aussi.

R�eduction dimensionnelle

La r�eduction dimensionnelleconsiste, formellement, �a r�eduire la dynamique �a la seule vari�et�e
centrale. En ce sens, le sujet est abord�e par [11, 1, 12]. Manneville [4] pr�esente une approche
beaucoup plus physique, avec de nombreux exemples de syst�emes dynamiques de dimensionna-
lit�e r�eduite. Il montre aussi comment passer, par le biais d'un d�eveloppement en s�erie de Fourier,
d'un probl�eme d'hydrodynamique formellement de dimension in�nie �a un syst�eme dynamique
�a un (petit) nombre de degr�es de libert�es, qui sont les modes de Fourier les plus instables.

Formes normales

On trouvera des calculs de formes normales explicites dans [4, 12, 1, 11]. Par explicite, je
veux dire que les coe�cients de la forme normale sont exprim�es en fonction des termes du
d�eveloppement de Taylor initial. Les calculs de [1] sont particuli�erement clairs et bien d�etaill�es.
La seule r�ef�erence que je connaisse qui traite des cas de r�esonance forte� 3 = 1 et � 4 = 1 est
[2]... Bonne chance !



Attracteurs �etranges.

Le sujet est pr�esent�e bien plus en d�etails dans la bibliographie, par ordre de di�cult�e crois-
sante [14, 4, 12, 15]. Le tr�es bon petit livre de math�ematique de J. Buzzi [3] est une lecture
conseill�ee. On y trouve en particulier la d�emonstration, assez facile �a suivre, qu'un mouvement
quasi-p�eriodique est pr�edictible.

Sc�enario de Ruelle, Takens et Newhouse

Les articles originaux [6, 7] sont disponibles gratuitement, en recherchant sur les noms
des auteurs, �a l'URL http://projecteuclid.org/DPubS/Repository . Ils sont lisibles car
pr�ec�ed�es d'une introduction non technique destin�ee aux non-math�ematiciens ! Sinon on pourra
consulter, par ordre de di�cult�e croissant, [14, 4, 8, 1, 12]

Cascade sous harmonique

Les livres pr�ec�edents abordent tous le sc�enario de Feigenbaum, bien plus en d�etail que je ne
l'ai fait. Comme compl�ement (pas particuli�erement facile) on pourra consulter [16].
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Chapitre IV

M�ethodes perturbatives

IV.1 Oscillations faiblement non lin�eaires

IV.1.1 Oscillations d'amplitude �nie d'un pendule pesant

Revenons �a un syst�eme tr�es classique, le pendule pesant vu aux I.5.2. Nous avions calcul�e
sa p�eriode (I.20) pour des oscillations d'amplitudes quelconques� m , que l'on peut mettre sous
la forme

T =
4
! 0

� mZ

0

d�
q

2(cos� � cos� m )
=

2
! 0

� mZ

0

d�
q

sin2 � m
2 � sin2 �

2

=
4
! 0

�= 2Z

0

d�
q

1 � k2 sin2 �
; (IV.1)

o�u dans la derni�ere expression on a pos�ek � sin � m
2 et fait le changement de variablesin �

2 =
k sin� .

Cette derni�ere expression permet de calculer la p�eriode d'oscillation pour des oscillations de
petite amplitude, soit k � 1. On trouve sans di�cult�e

T �
4
! 0

�= 2Z

0

 

1 +
k2

2
sin2 �

!

d� = T0

 

1 +
k2

4

!

� T0

 

1 +
� 2

m

16

!

; (IV.2)

o�u on a introduit la p�eriode des petites oscillations T0 � 2�=! 0. Ce r�esultat indique qu'en
dehors du r�egime lin�eaire la p�eriode des oscillations d�epend de l'amplitude. Cette d�ependance
est quadratique, donc tr�es faible �a petite - mais non in�nit�esimale - amplitude, ce qui prouve
l'isochronisme des petites oscillations.

IV.1.2 D�eveloppement en puissance de l'amplitude.

Nous avons la p�eriode, mais pas la forme des oscillations. Une id�ee possible, puisque nous
venons de voir qu'une amplitude �nie1 am�ene une petite correction �a la p�eriode, est de traiter
perturbativement la r�esolution de l'�equation di��erentielle (I.16), qui s'�ecrit jusqu'�a l'ordre 3 en
amplitude,

d2�
dt2

= � � +
� 3

6
; (IV.3)

en prenant T0 comme unit�e de temps. Prenons comme conditions initiales� (t = 0) = � et
_� (t = 0) = 0 , avecj� j � 1.

1. Ici �nie signi�e non in�nit�esimale.
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On peut chercher une solution de cette �equation en puissances de� , sous forme du d�evelop-
pement

� = �� 1 + � 2� 2 + � 3� 3 + : : : (IV.4)

o�u les � i sont des fonctions inconnues, v�eri�ant les conditions initiales

� 1(t = 0) = 1 ; � i (t = 0) = 0 si i � 2; _� i (t = 0) = 0 ( 8i ): (IV.5)

Il serait sans doute trop ambitieux de demander au d�eveloppement (IV.4) d'être convergent.
Nous allons juste v�eri�er que les termes successifs sont d�ecroissants,j� i +1 j=j� i j < 1. Ainsi, on
peut raisonnablement esp�erer obtenir une approximation de la solution de (IV.3), d'autant plus
pr�ecise qu'on calculera plus de termes du d�eveloppement.

Le principe du calcul est d'injecter le d�eveloppement (IV.4) dans l'�equation (IV.3), puis
d'en d�eduire ordre par ordre en puissance de� des �equations pour les� i qu'on r�esout en tenant
compte des conditions initiales (IV.5).
Ordre � : On trouve simplement

d2� 1

dt2
= � � 1 =) � 1(t) = cos t; (IV.6)

compte tenu de la condition initiale.
Ordre � 2 : Le terme cubique ne contribue pas, et on a simplement

d2� 2

dt2
= � � 2 =) � 2(t) = 0 ;

compte tenu de la condition initiale. On aurait pu s'�epargner cette �etape en notant que les
puissances paires de� ne doivent pas intervenir dans le d�eveloppement.
Ordre � 3 : Le terme cubique doit alors être pris en compte, et l'�equation pour ce terme s'�ecrit

d2� 3

dt2
+ � 3 =

� 3
1

6
=

1
24

cos(3t) +
1
8

cos(t): (IV.7)

C'est une �equation qui pr�esente deux aspects sympathiques :
{ La fonction inconnue (� 3) est donn�ee par une �equation di��erentielle o�u la solution connue

� 1(t) intervient au second membre, comme un terme de for�cage.
{ L'�equation di��erentielle pour � 3 est lin�eaire (c'est l'�equation de l'oscillateur harmonique)
Elle a h�elas un d�efaut r�edhibitoire ! En e�et, sa r�esolution se ram�ene �a trouver le comporte-

ment d'un oscillateur harmonique forc�e. Le terme encos(3t) conduit �a une r�eponse �a la même
fr�equence (� 1=192) cos(3t). Par contre, le terme encos(t) est un terme de for�cager�esonant,
puisqu'�a la fr�equence propre (1, dans nos unit�es) de l'oscillateur. Math�ematiquement, ce terme
conduit �a une composante ent sin(t) dans � 3(t). Physiquement, on force un oscillateur �a sa
fr�equence de r�esonance, et la r�eponse diverge. Cette solution est inacceptable puisqu'elle n'est
plus born�ee pour tout temps ! Notre tentative est donc un �echec...

IV.2 M�ethodes de double d�eveloppement.

Si l'on consid�ere d'un peu plus pr�es le calcul pr�ec�edent, on remarque un autre d�efaut : il ne
peut engendrer que des harmoniques de la fr�equence de base, et ne peut conduire �a une p�eriode
d�ependant de l'amplitude. Elle sera toujours de2� , le calcul ne rend compte que de l'aspect
non sinuso•�dal des oscillations.

Cette consid�eration conduit �a une approche nouvelle. On peut imaginer inclure d�es le d�epart
du calcul le fait que la fr�equence d�epend de l'amplitude, et esp�erer trouver ainsi une solution
qui soit born�ee �a tout temps.



IV.2.1 M�ethode de Poincar�e-Lindstedt

Ce programme est exactement celui de lam�ethode de Poincar�e-Lindstedt. Elle consiste �a
remplacer (IV.4) par un double d�eveloppement, de la forme

� (t) = �� 1(� ) + � 2� 2(� ) + � 3� 3(� ) + : : :
� = !t avec ! = ! 0 + �! 1 + � 2! 2 + : : :

(IV.8)

Les coe�cients ! i sont a priori inconnus et seront d�etermin�es ordre par ordre de sorte �a �eliminer
les termes r�esonants du d�eveloppement. Ils interviennent dans les d�eriv�ees temporelles, car

d�
dt

=
d�
d�

d�
dt

= !
d�
d�

;

et donc

d2�
dt2

= ! 2 d2�
d� 2

=
�
! 0 + �! 1 + � 2! 2 + : : :

� 2 d2

d� 2

�
�� 1(� ) + � 2� 2(� ) + � 3� 3(� ) + : : :

�
(IV.9)

Pour le probl�eme (IV.3), on a ! 0 = 1, et il est raisonnable de prendre� 2 = 0 et ! 1 = 0.
(C'est un gain de temps, je vous laisse v�eri�er que si on les inclus au d�epart on montre qu'ils
sont nuls). Nous allons nous limiter �a la premi�ere correction non triviale, donc �a l'ordre� 3. En
injectant (IV.9) et (IV.8) dans (IV.3), et en �eliminant tous les termes qui ne peuvent donner
que des contributions d'ordre sup�erieur, on trouve

�
1 + � 2! 2

� 2 d2

d� 2

�
�� 1 + � 3� 3

�
= �

�
�� 1 + � 3� 3

�
+

1
6

� 3� 3
1:

avec les mêmes conditions aux limites que pr�ec�edemment.
Ordre � : Aucun changement,

d2� 1

d� 2
= � � 1 =) � 1(� ) = cos �: (IV.10)

Ordre � 2 : Automatiquement v�eri��e avec les choix � 2 = 0 et ! 1 = 0.
Ordre � 3 : Le terme en! 2 introduit un terme suppl�ementaire par rapport �a (IV.7). On obtient
en e�et

d2� 3

d� 2
+ � 3 = � 2! 2

d2� 1

d� 2
+

� 3
1

6
=

1
24

cos(3� ) +
� 1

8
+ 2! 2

�

cos(� ): (IV.11)

Cette �equation pr�esente les mêmes deux bonnes propri�et�es que la pr�ec�edente :
{ La solution connue � 1(� ) intervient comme un terme de for�cage dans l'�equation donnant

la fonction inconnue� 3(� ),
{ L'�equation di��erentielle pour � 3 est encore l'�equation de l'oscillateur harmonique.
Mais cette fois le param�etre suppl�ementaire! 2 nous permet d'�eliminer le terme r�esonant.

L'�equation correspondante s'appelle unecondition de solvabilit�e (sous entendu, pour l'�equation
di��erentielle (IV.11) ; voir [1], Appendice A2 x 2.1 pour plus de d�etails).
Elle s'�ecrit dans notre cas

! 2 = �
1
16

(IV.12)

La solution compl�ete de (IV.3), valable �a l'ordre � 3 inclus, est alors

� (� ) = � cos(� ) +
� 3

192
[cos(� ) � cos(3� )]

� (t) = � cos

" 

1 �
� 2

16

!

t

#

+
� 3

192
[cos(t) � cos(3t)]

(IV.13)



Cette solution est bien, comme il se doit, born�ee �a tout temps, et le terme d'ordre 3 conduit �a
une petite correction. La p�eriode d�epend de l'amplitude, et vaut

T =
2�

1 � � 2

16

= T0

 

1 +
� 2

16

!

;

qui est bien le r�esultat pr�ec�edent (IV.2). Tenir compte de l'e�et physique qui conduit �a une
variation de la p�eriode avec l'amplitude permet donc d'obtenir un d�eveloppement satisfaisant.
Cette m�ethode pr�esente l'avantage d'être assez facilement automatisable pour calculer des d�e-
veloppements d'ordre �elev�e avecMathematica ou Mapple.

Remarque : Si on cherche �a r�esoudre avec plus de pr�ecision (IV.3), il est parfaitement l�egi-
time de calculer des ordres suivants du d�eveloppement. Mais on ne peut esp�erer r�esoudre ainsi
l'�equation di��erentielle pour le pendule pesant, car on s'est limit�e aux termes cubiques du d�eve-
loppement desin� . Il faut pousser le d�eveloppement du sinus jusqu'�a� n si on veut une solution
pr�ecise �a l'ordre � n .

IV.2.2 M�ethode des �echelles multiples

La m�ethode de Poincar�e-Lindstedt est un �enorme progr�es, mais elle est limit�ee aux probl�emes
d'oscillateurs non lin�eaires. Lam�ethode des �echelles multiplesest beaucoup plus polyvalente.
Il s'agit d'un double d�eveloppement, n�ecessaire pour pouvoir �eliminer les termes r�esonants, qui
tient compte du fait que la solution va d�ependre d'�echelles de temps de plus en plus lentes,
T0 = t, T1 = �t , T2 = � 2t, et ainsi de suite...

En pratique, on remplace le d�eveloppement (IV.8) par

� (t) = �� 1 + � 2� 2 + � 3� 3 + : : :
� i (t) = � i (T0 = t; T1 = �t; T 2 = � 2t; : : :)

(IV.14)

et les �echelles de temps sont consid�er�ees comme desvariables formellement ind�ependantes. Les
d�eriv�ees temporelles se calculent alors par

d�
dt

=
@�
@T0

@T0
@t

+
@�
@T1

@T1
@t

+
@�
@T2

@T2
@t

+ : : :

=
@�
@T0

+ �
@�
@T1

+ � 2 @�
@T2

+ : : :

d2�
dt2

=

 
@

@T0
+ �

@
@T1

+ � 2 @
@T2

+ : : :

! 2

�

=
@2�
@T20

+ 2�
@2�

@T1@T0
+ � 2

 

2
@2�

@T2@T0
+

@2�
@T21

!

+ : : :

(IV.15)

Reprenons la r�esolution de (IV.3). Les calculs pr�ec�edents nous permettent de nous convaincre
sans di�cult�es qu'il est inutile de prendre en compte � 2 ainsi que la d�ependance selon l'�echelle
T1 (ce qui ne vous emp�eche pas de le v�eri�er �a titre d'exercice !). Nous simpli�erons donc les
calculs en cons�equence.



Ordre � : L'�equation qui remplace (IV.6) et (IV.10) est d�esormais une�equation aux d�eriv�ees
partielles,

@2� 1

@T20
+ � 1 = 0 =) � 1(T0; T2; : : :) = A(T2; : : :)eiT 0 + CC; (IV.16)

o�u CC signi�e qu'il faut prendre le complexe conjugu�e de l'expression �ecrite pr�ec�edemment a�n
d'avoir une solution r�eelle.

Deux points sont �a noter. En premier lieu, une "constante" d'int�egration dans (IV.16) est
a priori une fonction detoutes les autres �echelles temporelles queT0. Une autre particularit�e
de la m�ethode est que les conditions initiales doivent y être introduites �a la �n du calcul, ce
pour quoi nous avons pris la solution la plus g�en�erale de (IV.16) (A est bien sûr une fonction
complexe).

Le choix � 2 = 0 et � ind�ependant de T1 v�eri�e automatiquement l'ordre � 2.
Ordre � 3 : On obtient

@2� 3

@T20
+ � 3 = � 2

@2� 1

@T2@T0
+

1
6

� 3
1

= � 2i
@A
@T2

eiT 0 +
A3

6
e3iT 0 +

A2A
2

eiT 0 + CC

(IV.17)

Commen�cons par noter qu'on obtient la même structure de calcul qu'avec la m�ethode de
Poincar�e-Lindstedt : la fonction inconnue (ici � 3) est obtenue comme solution d'une �equation
lin�eaire avec un terme de for�cage fonction uniquement des solutions pr�ec�edemment calcul�ees
(ici � 1).

La d�ependance de l'amplitudeA en fonction de l'�echelle de temps lenteT2 va nous permettre
d'�eliminer des termes r�esonants qui conduiraient �a une solution physiquement inacceptable. Les
termes r�esonants du second membre sont ceux eneiT 0 , qui conduiraient �a une solution enT0eiT 0

divergente �a grand temps. Lacondition de solvabilit�e s'�ecrit ici, en posant A = R exp(i� ) et en
s�eparant partie r�eelle et partie imaginaire,

2i
@A
@T2

=
A2A

2
=)

8
>>><

>>>:

@R
@T2

= 0

@�
@T2

= �
R2

4

(IV.18)

Ces deux �equations s'int�egrent trivialement enR = R0(T4; : : :) et � = � R2
0=4 + � 0(T4; : : :). Si

l'on veut respecter les conditions initiales (IV.5), il fautR0 = 1=2, et en exprimant les �echelles
de temps en fonction det on obteint �a partir de (IV.16)

� 1(T0; T2; : : :) = 2 R0 cos

 

T0 �
R2

0

4
T2

!

; � 1(t) = cos

" 

1 �
� 2

16

!

t

#

;

qui est bien identique �a la solution de Poincar�e-Lindstedt (IV.13) (nous n'�ecrivons pas le troi-
si�eme harmonique).

Application 1 : oscillateur de van der Pol.

L'�equation de cet oscillateur a d�ej�a �et�e vue, il s'agit de

•x �
�
� � x2

�
_x + x = 0; 0 < � � 1: (IV.19)



Clairement, le comportement de l'oscillateur va changer lorsquex sera de l'ordre de
p

� , car la
dissipation nonlin�eaire prendra alors le pas sur l'ampli�cation� . On pose donc

x(t) = � 1=2x1(T0 = t; T1 = �t; : : : ) + � 3=2x3(T0 = t; T1 = �t; : : : ) + : : : (IV.20)

La nonlin�earit�e �etant cubique, inutile d'introduire un terme x2 d'ordre � qui sera identiquement
nul. Vous pouvez le v�eri�er !
Ordre � : Comme pr�ec�edemment,

@2x1

@T20
+ x1 = 0 =) x1(T0; T1; : : :) = A(T1; : : :)eiT 0 + CC; (IV.21)

Ordre � 3 : On obtient
@2x3

@T20
+ x3 =

@x1
@T0

� x2
1
@x1
@T0

� 2
@2x1

@T0@T1
; (IV.22)

dont la condition de solvabilit�e est

@A
@T1

=
1
2

A �
1
2

jAj2A; (IV.23)

qui est bien comme annonc�e au Chapitre II la forme normale de la bifurcation de Andronov-
Hopf.

Pour r�esoudre (IV.23), on poseA(T1) = R(T1)ei� (T1 ) . En s�eparant partie r�eelle et partie
imaginaire, on trouve

8
>>>>><

>>>>>:

2
@R
@T1

= R � R3

R
@�
@T1

= 0

=) R =

 
CeT1

1 + CeT1

! 1=2

; (IV.24)

o�u C est une constante. La phase ne d�epends pas deT1. �A cet ordre, on a donc lim
t !1

R = 1,

donc x1(t) = 2 cost et x(t) = 2
p

� cost qui est exactement la forme des oscillations que nous
avions trouv�e pour l'oscillateur de van der Pol �a la section I.5.3. La solution (IV.24) donne bien
plus que �ca, puisqu'on a l'�evolution temporelle vers les oscillations stationnaires, dont le temps
caract�eristique est 2=� avec une croissance exponentielle.

Application 2 : forme normale de la bifurcation de Hopf.

A titre d'exercice, nous allons voir commentcalculer la forme normale de la bifurcation de
Hopf, c'est �a dire exprimer le coe�cient eb2 de l'appendiceB du Chapitre II, dans le cas g�en�eral.
Ce calcul est fait compl�etement dans [2] et [3], mais l'approche par les �echelles multiples est de
loin la plus rapide.

Lorsqu'une valeur propre d'un syst�eme dynamique traverse l'axe imaginaire, l'�equation
se met au voisinage de la bifurcation sous la forme (parfaitement g�en�erale ; lesgij sont des
constantes a priori complexes).

_z = i 
 z + g20z2 + g11zz + g02z2 + g30z3 + g21z2z + g12zz2 + g03z3 (IV.25)

On propose de montrer que la forme normale de la bifurcation de Hopf s'obtient comme la
premi�ere condition de solvabilit�e non triviale du d�eveloppement en �echelles multiples dez(t).
On pose donc

z = �z1 + � 2z2 + � 3z3 + : : :
zi (t) = zi (T0 = t; T1 = �t; T 2 = � 2t; : : :);

(IV.26)



et on tire _z � dz=dt de (IV.15).
Ordre � : On a simplement

@z1
@T0

= i!z 1 =) z1 = Aei!T 0 : (IV.27)

On note qu'ici z est une fonction complexe, il n'est pas n�ecessaire d'ajouter le complexe conju-
gu�e.
Ordre � 2 : Les termes quadratiques du d�eveloppement vont contribuer, on trouve en rempla�cant
z1 par la solution trouv�ee �a l'ordre �

@z2
@T0

� i!z 2 = �
@A
@T1

ei!T 0 + g20A2e2i!T 0 + g11jAj2 + g02A
2
e� 2i!T 0 : (IV.28)

Garder le terme enei!T 0 conduirait �a un terme non physique enT0ei!T 0 , la condition de solva-
bilit�e est donc

@A
@T1

= 0; (IV.29)

et on trouve la solution �a l'ordre � 2,

z2 = Bei!T 0 +
g20A2

i!
e2i!T 0 �

g11jAj2

i!
�

g02A
2

3i!
e� 2i!T 0 : (IV.30)

Ordre � 3 : Le calcul est un peu plus lourd. L'�equation pourz3 est

@z3
@T0

� i!z 3 = �
@z2
@T1

�
@z1
@T2

+ 2g20z1z2 + g11(z1z2 + z2z1) + 2 g02z1z2+

+ g30z3
1 + g21z2

1z1 + g12z1z2
1 + g03z3

1

(IV.31)

Il n'est pas n�ecessaire de calculer tous les termes, seuls importent les termes r�esonants, c'est-
�a-dire ceux en ei!T 0 . Une premi�ere condition de solvabilit�e est trivialement @B=@T1 = 0. En
cherchant les termes r�esonants d�ependant deA, on trouve

@A
@T2

=
�

g21 � i!
� 2

3
jg02j2 + jg11j2 � g20g11

��

jAj2A (IV.32)

IV.2.3 Pour aller plus loin...

Nous avons pr�esent�e dans ce chapitre le strict minimum. On trouvera de nombreux com-
pl�ements, d'autres m�ethodes, et des comparaisons d�etaill�ees entre les diverses m�ethodes de
d�eveloppement asymptotiques dans [4] (particuli�erement p�edagogique, et n�eanmoins �a peu pr�es
encyclop�edique), [5] (un peu moins agr�eable �a lire, mais compl�ete le pr�ec�edent par des consid�e-
rations sur les approximations des int�egrales), [1] (insistant comme toujours sur les motivations
physiques de ces m�ethodes ; un compl�ement excellent sur les conditions de solvabilit�e) et en�n
[6] (nettement plus di�cile, mais tr�es compl�ementaire de [4]). Les math�ematiciens ([2, 3, 7]
pr�ef�erent utiliser les m�ethodes de moyennisation qu'ils exposent en g�en�eral en d�etail.
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Chapitre V

Ondes dispersives nonlin�eaires.

V.1 Ondes de gravit�e �a la surface de l'eau.

V.1.1 Hypoth�eses et mise en �equations.

Consid�erons un 
uide pesant pr�esentant une interface avec l'air. Soitx une coordonn�ee selon
un des axes horizontaux,z orient�e selon la verticale ascendante. Le liquide repose sur un fond
plan horizontal que nous prendrons comme origine des ordonn�ees. Lorsque le 
uide est au repos,
sa surface libre est d�e�nie par son altitudez = h.

Figure V.1 { Ondes �a une interface eau-air

Imaginons une perturbation de la hauteur de la surface libre, qui devienth + � . La gra-
vit�e tend �a faire s'�ecouler du 
uide des bosses vers les creux, et l'inertie du 
uide s'oppose �a
cette variation de vitesse. Des ondes vont donc se propager �a la surface du 
uide, telle que
celles cr�ees par la chute d'une pierre dans une eau calme. Nous allons �etudier des probl�emes
unidimensionnels, pour lesquels� (x; t ) d�epend de la seule variable d'espacex et du tempst.
Nous faisons les hypoth�eses suivantes :
(H1) Fluide non visqueux (hypoth�ese essentielle. Rien de ce qui suit n'est vrai avec de la
dissipation.)
(H2) Fluide incompressible (essentielle, mais excellente approximation).
(H3) Tension de surface� n�egligeable. Cette hypoth�ese suppose la longueur capillaire

q
�= (�g )

n�egligeable devant la longueur d'onde. (purement technique ; prendre en compte la tension de
surface change seulement la valeur num�erique de certains coe�cients)

Puisqu'on n�eglige la viscosit�e, le champ de vitesse du 
uide est le gradient d'un potentiel
scalaire,

(9� ) v = r �:
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La condition d'incompressibilit�e r � v = 0 fournit alors l'�equation dynamique du probl�eme,

� � = 0: (V.1)

Au fond de la couche 
uide, puisque le 
uide est parfait, la seule condition est l'annulation de
la vitesse verticale (condition d'imperm�eabilit�e)

@�
@z

�
�
�
�
�
z=0

= 0: (V.2)

La di�cult�e du probl�eme vient des conditions �a la surface libre, car sa position � (x; t ) est
elle-même une inconnue ! Le terme d'advection de l'�equation d'Euler se met sous la forme

(v � r ) v =
1
2

r v2 � v ^ (r ^ v) :

On montre que, pour un 
uide parfait, un �ecoulement initialement irrotationnel le reste. Dans
ce casr ^ v = 0 et en introduisant le potentiel des vitesses, on peut �ecrire l'�equation d'Euler
sous la forme

r

 
@�
@t

+
1
2

(r � )2 +
P
�

+ gz

!

= 0

Le terme entre parenth�ese est donc �egal �a une fonction ne d�ependant que du temps. Comme
le potentiel n'a pas de signi�cation physique, mais seulement son gradient, il peut être red�e�ni
de sorte que cette fonction soit nulle.�A la surface libre, en n�egligeant la tension de surface, la
pression est constante, �egale �a la pression atmosph�eriquePatm . On en d�eduit donc

@�
@t

+
1
2

(r � )2 + g(z � h)

�
�
�
�
�
z= h+ �

= 0 (V.3)

La derni�ere �equation exprime la d�e�nition même de l'interface. La vitesse verticale du 
uide doit
être �egale, �a la surface libre, �a la vitesse de l'interface (tenant compte du terme d'advection),

D�
Dt

�
�
�
�
z= h+ �

=

 
@�
@t

+ ( v � r ) �

! �
�
�
�
�
z= h+ �

= vz(h + �; t );

soit
@�
@t

+
@�
@x

@�
@x

�
@�
@z

�
�
�
�
�
z= h+ �

= 0 (V.4)

Les deux �equations (V.3) et (V.4) contiennent toutes les nonlin�earit�es du probl�eme, d'une fa�con
compliqu�ee car l'inconnue� est un argument du potentiel des vitesses� .

V.1.2 Ondes lin�eaires.

Lorsque le d�eplacement de la surface et la vitesse du 
uide sont tr�es faibles, ces �equations
se lin�earisent pour donner

@�
@t

�
�
�
�
�
z= h

+ g� = 0;

@�
@t

�
@�
@z

�
�
�
�
�
z= h

= 0:



Cherchons comme solution une onde plane monochromatique de pulsation! et de nombre
d'onde k,

� (x; t ) = � 0ei (kx � !t ) ; � (x; z; t) = f (z)ei (kx � !t ) ;

o�u � 0 est une amplitude inconnue etf (z) une fonction �a d�eterminer. L'�equation (V.1) donne

d2f
dz2

� k2f = 0 =) f (z) = Aekz + Be� kz ;

o�u A et B sont deux constantes arbitraires. La condition au fond (V.2) imposeA = B, donc

� (x; z; t) = � 0 chkzei (kx � !t ) ;

o�u � 0 est une constante arbitraire.
Si l'on injecte la forme de� (x; t ) et celle que nous venons de trouver pour� (x; z; t) dans les

�equations (V.3) et (V.4) lin�earis�ees, on trouve
(

� i! chkh� 0 + g� 0 = 0;
� i!� 0 � k shkh� 0 = 0:

(V.5)

Il s'agit d'un syst�eme de deux �equations alg�ebriques lin�eaires, homog�ene, d'inconnues� 0 et
� 0. Il poss�ede une solution nontriviale, avec des amplitudes non indentiquement nulles, si et
seulement si son d�eterminant est nul, ce qui donne la relation de dispersion pour les ondes de
gravit�e, �

�
�
�
�

� i! chkh g
� k shkh � i!

�
�
�
�
�
= 0 =) ! 2 = gk thkh: (V.6)

V.2 L'�equation de Korteweg-de Vries

L'�equation de Korteweg-de Vries (KdV) prend en compte �a la fois les non lin�earit�es et la
dispersion, dans la limite des grandes longueurs d'ondes pour laquelle cette derni�ere est faible.
On peut la d�eriver rigoureusement �a partir des �equations (V.1){(V.4), comme nous le verrons
en section V.2.2. Nous allons commencer par une approche plus simple, en gardant la premi�ere
correction dispersive et la premi�ere correction non lin�eaire.

V.2.1 KdV : approche simple.

Ondes lin�eaires faiblement dispersives.

Pla�cons nous dans la limite des grandes longueurs d'onde,kh � 1, pour des ondes lin�eaires
donc d'amplitude n�egligeable devanth. Alors

thkh � kh �
(kh)3

3
=) ! �

q
ghk

 

1 �
(kh)2

6

!

; (V.7)

o�u apparâ�t la vitessec0 �
p

gh des ondes nondispersives. Cette relation de dispersion approch�ee
peut être consid�er�ee comme correspondant �a l'�equation d'onde lin�eaire

@�
@t

+ c0
@�
@x

+
1
6

c0h2 @3�
@x3

= 0; (V.8)

comme on le voit en injectant dans cette �equation� (x; t ) = � 0ei (kx � !t ) . On notera que KdV
d�ecrit la propagation d'ondes dans une seule direction, celle desx positifs.



Ondes non dispersives faiblement non lin�eaires.

Regardons maintenant la premi�ere correction non lin�eaire aux ondes non dispersives. Celles-
ci sont d�ecrites par l'�equation

@�
@t

+ c0
@�
@x

= 0;

avec c0 =
p

gh. Si l'�el�evation � de l'onde n'est pas in�nit�esimale, on peut consid�erer que
localement, en un point o�u l'�el�evation de la surface libre esth + � , la vitesse de l'onde est

c �
q

g(h + � ) � c0

�

1 +
1
2

�
h

�

:

En outre, l'�equation (V.5) nous indique que la vitesse du 
uide dans la directionx est

vx =
@�
@x

�
g� 0k chk(h + � )

! chkh
ei (kx � !t ) � gh

�
h

k
!

� c0
�
h

:

Pour un observateur au repos, lorsque l'�el�evation de la surface esth + � , la vitesse de l'onde est
donn�ee par la composition des vitesses de Galil�ee et vaut

c � c0

�

1 +
3
2

�
h

�

:

Ondes dispersives et non lin�eaires.

Le calcul pr�ec�edent est peu rigoureux, puisqu'il utilise les r�esultats �etablis en r�egime lin�eaire
en dehors de ce r�egime. Si l'on tient compte �a la fois des termes dispersifs et non lin�eaires, en
supposant les corrections du même ordre de grandeur (ce qui n'arien d'�evident !), on trouve
l'�equation de Korteweg-de Vries,

@�
@t

+ c0
@�
@x

+
3
2

c0
�
h

@�
@x

+
1
6

c0h2 @3�
@x3

= 0: (V.9)

V.2.2 KdV : approche rigoureuse.

Le calcul peut être fait proprement. Commen�cons par nous placer en variables adimensionn�ees, en
prenant comme �echelle de longueurh, �echelle de vitesse

p
gh, �echelle de temps

p
h=g. Les �equations

(V.1) et (V.2) sont inchang�ees. On cherche la solution de (V.1) sous la forme� (x; z; t ) =
1X

n=0

zn f (n) (x; t ).

Il vient alors

� � = 0 = )
1X

n=0

"

n(n � 1)zn� 2f (n) + zn @2f (n)

@x2

#

= 0

Les fonctionszn sont lin�eairement ind�ependantes, cette �equation doit donc être v�eri��ee pour chaque
puissance dez. La condition au fond (V.2) impose f (1) = 0 , et donc tous les indices impairsf (2p+1) = 0 .
La forme g�en�erale du potentiel est alors

� (x; z; t ) =
1X

m=0

(� 1)m z2m

(2m)!
@2m f
@x2m ; (V.10)

o�u f est une fonction inconnue dex et de t.
Les �equations (V.3) et (V.4) deviennent respectivement

�
@�
@t

+
1
2

(r � )2
�

z=1+ �
+ � = 0 (V.11)



@�
@t

+
@�
@x

@�
@x

�
@�
@z

�
�
�
�
z=1+ �

= 0 (V.12)

Une fois en variables adimensionn�ees, il est possible de d�e�nir un petit param�etre � � 1. On �etudie
des ondes de faible amplitude et de grande longueur d'onde, en choisissant les �echelles suivantes :

longueur d'onde = profondeur = amplitude
1=

p
� = 1 = �

On cherche des ondes se propageant vers lesx positifs ; le choix d'�echelle de longueur d'onde impose
celui d'une variable

� =
p

� (x � t):

On aura not�e que dans nos unit�es, par d�e�nition, la vitesse de l'onde est 1. La premi�ere correction
dispersive �a la pulsation est enk3, ce qui conduit �a d�e�nir une �echelle de temps lente � = � 3=2t. On a
donc

@
@x

= � 1=2 @
@�

;
@2

@x2
= �

@2

@�2
;

@
@t

= � � 1=2 @
@�

+ � 3=2 @
@�

:

On notera que ce choix d'�echelle assure que la premi�ere correction non lin�eaire sera du même ordre de
grandeur que la premi�ere correction dispersive. On fait donc< proprement > ce qu'on a fait < avec les
mains > dans le paragraphe V.2.1

La solution est cherch�ee sous forme d'un d�eveloppement

� = �� 1 + � 2� 2 + : : :

� = � 1=2� 1 + � 3=2� 2 + : : :

Le choix d'�echelle pour � assure qu'�a l'ordre le plus bas� � @�=@t.
Ce d�eveloppement de� correspond �a un d�eveloppement �equivalent pour la fonction f dans (V.10),

f = � 1=2f 1 + � 3=2f 2 + � 5=2f 3 + : : :

Nous allons voir que nous aurons besoin de� jusqu'�a des termes d'ordre � 5=2, soit

� (x; z; t ) = � 1=2f 1 + � 3=2

 

f 2 �
z2

2
@2f 1

@�2

!

+ � 5=2

 

f 3 �
z2

2
@2f 2

@�2
+

z4

4!
@4f 1

@�4

!

+ O(� 7=2)

L'�equation (V.3) conduit alors aux deux �equations

Ordre � : � 1 =
@f1
@�

; (V.13)

Ordre � 2 :
@f1
@�

�
@f2
@�

+
1
2

@3f 1

@�3
+ � 2 +

1
2

�
@f1
@�

� 2

= 0 ; (V.14)

L'�equation (V.4) conduit aux deux �equations

Ordre � 3=2 :
@�1
@�

=
@2f 1

@�2
; (V.15)

Ordre � 5=2 :
@�1
@�

�
@�2
@�

+
@f1
@�

@�1
@�

+ � 1
@2f 1

@�2
+

@2f 2

@�2
�

1
6

@4f 1

@�4
= 0 ; (V.16)

Lorsqu'on fait @(V.14)=@�+ (V.16), on trouve

@�1
@�

+
@2f 1

@�@�
+

1
3

@4f 1

@�4
+

@f1
@�

@�1
@�

+ � 1
@2f 1

@�2
+

@f1
@�

@2f 1

@�2
= 0 ;

Il su�t alors d'utiliser la relation � 1 = @f1=@�pour retrouver KdV

@�1
@�

+
1
6

@3� 1

@�3
+

3
2

� 1
@�1
@�

= 0 ; (V.17)

qu'il est facile de d�eduire directement de (V.9) en adimensionnant les variables et en introduisant les
�echelles appropri�ees en� .



V.2.3 Notion d'onde solitaire.

E�ets dispersifs : Propagation d'un paquet d'ondes

Lorsqu'une �equation d'ondes estlin�eaire , on peut construire une solution g�en�erale comme
une superposition d'ondes planes monochromatiques. On parle alors d'unpaquet d'ondes, que
l'on peut �ecrire sous la forme suivante :

� (x; t ) =
1

p
2�

1Z

�1

A(k)ei [kx � ! (k)t ]dk;

o�u A(k) est l'amplitude 1 du mode de nombre d'ondek. La propagation du paquet d'onde peut
être pr�ecis�ee si :
(H1) La distribution spectrale A(k) est tr�es piqu�ee autour d'une valeur k0, avec une largeur
spectrale� k en dehors de laquelle l'amplitude est �a peu pr�es nulle.
(H2) La relation de dispersion admet un d�eveloppement en s�erie de Taylor au voisinage dek0,

! (k) = ! (k0) + ! 0(k0)(k � k0) +
! 00(k0)

2
(k � k0)2 + : : :

Du fait de l'hypoth�ese (H1), A(k) est n�egligeable en dehors de[k0 � � k; k0 + � k]. Lorsqu'on
limite le d�eveloppement de! (k) au premier ordre, on peut �ecrire

� (x; t ) �
1

p
2�

ei [k0 ! 0(k0 )� ! (k0 )] t
1Z

�1

A(k)eik [x� ! 0(k0 )t ]dk

� ei [k0 ! 0(k0 )� ! (k0 )] t
| {z }
terme de phase

� [x � ! 0(k0)t; 0]:

En prenant en compte la dispersion �a l'ordre le plus bas, on montre que le signal se propage
sans d�eformation �a la vitesse de groupe! 0(k0) = vg(k0).

En tenant compte de l'ordre suivant dans le d�eveloppement de la relation de dispersion, on
peut calculer l'�etalement du paquet d'onde. Prenons un signal initialement de forme gaussienne,

� (x; 0) = � 0 exp

 

�
x2

2L2

!

eik 0x : (V.18)

Le spectre correspondant est aussi gaussien, de largeur� k = 1=L, on retrouve le r�esultat
classique� x� k � 1 :

b� (k) =
1

p
2�

1Z

�1

� 0 exp

"

�
x2

L2
� i (k � k0)x

#

dx = � 0L exp

 

�
(k � k0)2L2

2

!

1. La distribution d'amplitude A(k) est la transform�ee de Fourier du signal initial � (x; 0),

A(k) =
1

p
2�

1Z

�1

� (x; 0)e� ikx dx

Pour KdV, qui est d'ordre un en d�eriv�ee temporelle, cela su�t. Pour l'�equation des ondes, ou toute
EDP d�eriv�ee deux fois en temps, il faut aussi utiliser (@�=@t)(x; 0). Voir Jackson [1].



�A un instant ult�erieur t > 0, le signal s'�ecrit en posantK � k � k0,

� (x; t ) = � 0
Lei [k0x� ! (k0 )t ]

p
2�

1Z

�1

exp

 

�
K 2L2

2
+ iKx � icgKt � i

! 00(k0)
2

K 2t

!

dK:

Ce n'est pas tout-�a-fait une int�egrale gaussienne (un des termes enK 2 est complexe), mais le
calcul se fait formellement de la même fa�con. Il faut r�eorganiser l'argument de l'exponentielle
pour faire apparâ�tre un terme carr�e d�ependant de la variable d'int�egrationK , sous la forme

K 2 eL(t)2

2
� iK (x + icgt) =

2

4K

s
eL(t)2

2
� i

x � cgt
q

2eL(t)2

3

5

2

+
(x � cgt)2

2eL(t)2

o�u on a pos�e eL(t)2 � L2 + i! 00(k0)t. Lorsquea > 0, ce qui est le cas pour notre probl�eme, et
8(b; c) 2 R2,

1Z

�1

exp
�

�
�
x

p
a + ib + ic

� 2
�

dx =
p

�
p

a + ib
;

d'o�u l'on d�eduit le paquet d'onde et son module

� (x; t ) =
� 0L

q
L2 + i! 00(k0)t

ei (k0x� ! 0 t ) exp

"

�
(x � cgt)2

2 (L2 + i! 00(k0)t)

#

; (V.19)

j� (x; t )j =
j� 0jL

(L4 + ! 00(k0)2t2)1=4
exp

2

4 �
(x � cgt)2

2
�
L2 + ! 00(k0 )2 t2

L 2

�

3

5 (V.20)

La largeur du signal est donc

L(t) = L

s

1 +
! 00(k0)2t2

L4
: (V.21)

La prise en compte du terme! 00(k0) conduit �a un �elargissement2 progressif du signal, lin�eaire
en temps. Par ailleurs l'amplitude d�ecrô�t comme

p
t. L'�energie du signal est donc conserv�ee

puisque amplitude2 � largeur � Cste. (ce n'estpas un e�et dissipatif !)

Figure V.2 { Propagation d'un signal �a divers instants, pour L = 1 et k0 = 1 , et la relation de
dispersion (V.6). On constate la diminution de l'amplitude du signal et son �elargissement.

2. On notera que le terme d'�elargissement est en! 00(k0)2, donc ind�ependant du signe de la courbure
de la relation de dispersion. D�es qu'il y a dispersion, il y a �elargissement du signal, ind�ependamment
des d�etails de la relation de dispersion !



On aura not�e que ces calculs ne sont en rien limit�es �a l'�equation (V.8), nous n'avons d'ailleurs
même pas utilis�e explicitement la relation de dispersion (V.6), sauf pour la �gure V.2. Nous
retiendrons que lorsqu'une �equation d'ondelin�eaire est dispersiveun signal dont le spectre en
nombre d'onde est de largeur�nie (non nulle) s'�elargit in�evitablement dans l'espace. �A la seule
exception des ondes planes monochromatiques, tout signal se d�eforme en se propageant.

E�ets non lin�eaires

Si l'on ne tient pas compte du terme dispersif de KdV, l'�equation d'onde devient

@�
@�

+ c(� )
@�
@�

= 0 avec c(� ) = �:

Cette notation veut insister sur le fait que, si l'on avaitc(� ) = cste, alors la solution serait une
onde propagative �a la vitessec, � (� � c� ). Donc l'interpr�etation de cette �equation est que la
vitesse de l'onde est une fonction croissante de son amplitude. Un pro�l initialement sym�etrique
se raidit donc par l'avant, jusqu'�a �nalement d�eferler comme une vague arrivant sur une plage.
Cette situation est sch�ematis�ee en Fig. V.3.

Figure V.3 { Illustration de la propagation d'une onde dont la vitesse de propagation crô�t avec
l'amplitude. Le pro�l avant de l'onde se raidit jusqu'�a pr�esenter une tangente verticale (milieu). Au
del�a, la description de la propagation n'est plus acceptable, puisque la forme de l'onde n'est plus
d�ecrite par une fonction (�a droite).

Les e�ets non lin�eaires sont donc antagonistes des e�ets dispersifs. SiA est l'amplitude de
l'onde, la variation de vitesse induite par les non lin�earit�es est� cjNL � A. Par ailleurs, la
variation de vitesse due �a la dispersion est� cjdisp � k2 d'apr�es (V.7). Si la largeur du pro�l est
L, k varie entre 0 et1=L. On peut imaginer que les deux e�ets se compensent exactement si

� cjNL � � cjdisp =) A � 1=L2: (V.22)

L'onde solitaire de KdV

Il existe bien une solution de KdV qui r�ealise cette compensation. Cherchons la sous la forme
d'une excitation localis�ee se propageant �a une vitesseV constante, s'�ecrivant � (� = � � V � )
avec lim

� !�1
� (� ) = 0 .

Si nous injectons cette expression dans (V.17), nous trouvons l'�equation di��erentielle

� V � 0+
1
6

� 000+
3
2

�� 0 = 0; o�u
d�
�

� � 0;

qui s'int�egre facilement avec d'apr�es les conditions aux limites une constante d'int�egration nulle,
donnant

� 00= 6V � �
9
2

� 2 = �
d
d�

� 3
2

� 3 � 3V � 2
�

: (V.23)



Figure V.4 { �A gauche, trac�e du potentiel, avec en rouge l'�energie de la s�eparatrice, en noir une
�energie pour des oscillations non lin�eaires. Au centre, portrait de phase avec les trajectoires corres-
pondantes. �A droite, forme de l'onde solitaire.

Cette �equation se pr�esente comme un probl�eme de m�ecanique du point : Une particule de
masse unit�e, �a la < position > � , se d�eplace en fonction du< temps> � dans le< potentiel >
Ep(� ) = 3 � 3=2 � 3V � 2. Le potentiel et le portrait de phase correspondant sont trac�es Fig. V.4.

Ce potentiel admet un maximum local en� = 0, valant 0, et un minimum pour � = 4V=3,
valant � 16V 3=9. Lorsque< l'�energie > initiale de la particule est n�egative, son mouvement est
oscillant dans le puit de potentiel, avec une p�eriode de dur�ee �nie. Dans le contexte des ondes,
cette solution repr�esente une onde p�eriodique non lin�eaire, qui n'est pas la solution que nous
cherchons (et qui ne v�eri�e pas, par ailleurs, les conditions aux limites pour une excitation
localis�ee).

La s�eparatrice est la trajectoire, d'�energie nulle, partant du point d'�equilibre instable � = 0 :
elle met un< temps> in�ni �a partir de ce point, atteint une valeur maximale � = 2V puis revient
en un < temps> in�ni �a � = 0. Dans le contexte des ondes, il s'agit de l'excitation que nous
cherchons :� ! 0 lorsque� ! �1 , et � a une amplitude maximale de2V. L'onde solitaire est
donc donn�ee par

p
3d� =

d�
�
p

2V � �
= �

s
2
V

d

 

argth
p

2V � �
p

2V

!

;

soit (en posantA � 2�V pour exprimer la solution en unit�es MKSA),

� 1(�; � ) =
2V

ch2
q

3V
2 (� � V � )

;
� (x; t )

h
=

A

ch2
� q

3A
4

x�
p

gh(1+ A=2)t
h

� (V.24)

Ce pro�l est donc une solution exacte se propageant sans d�eformation vers lesx positifs.
Il r�ealise une balance parfaite entre les e�ets dispersifs, tendant �a l'�elargir, et les e�ets non
lin�eaires tendant �a le raidir. Nous avons trouv�e, en fait, toute une famille d'ondes d�ependant du
seul param�etre V (ou A). La vitesse de propagation de ces ondes varie comme leur amplitude.
La relation (V.22) entre amplitude et largeur de l'onde, que nous avions trouv�ee par un raison-
nement intuitif, est ici explicit�ee.. L'existence de telles solutions, appel�eesondes solitaires, est
un e�et strictement non lin�eaire. Une �equation d'onde lin�eaire dispersive ne peut conduire qu'�a
un �elargissement des formes d'ondes.



V.2.4 Int�eraction d'ondes solitaires : Solitons.

Les propri�et�es remarquables de KdV ne s'arrêtent pas l�a ! Les ondes solitaires peuvent inter-
agir �a la mani�ere de particules, et sont de ce fait appel�eessolitons. Nous proc�edons ci-dessous au
calcul de la solution �a deux solitons par lam�ethode de Hirota. C'est la plus simple �a introduire,
son seul d�efaut est que plusieurs interm�ediaires de calculs semblent un peu "parachut�es"!

Nous partons de la forme suivante de KdV, qui se d�eduit de la pr�ec�edente en posantx = 3
p

6�
et � = (2 3

p
6=3)e� (en supprimant les tildese et en renommant� = t)

@�
@t

+
@3�
@x3

+ �
@�
@x

= 0; (V.25)

On pose alors� = @p=@xet on int�egre, avecp(x ! �1 ) = 0 ,

@p
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+
1
2

 
@p
@x

! 2

+
@3p
@x3

= 0:

Puis on e�ectue le changement de variablep(x; t ) = 12
1
F

@F
@x

(dit transformation de Cole-Hopf)

qui conduit �a
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@x3

3

5 = 0: (V.26)

Cette �equation pr�esente des propri�et�es de sym�etrie int�eressantes, et met clairement en �evidence

l'op�erateur di��erentiel lin�eaire D lin �
@
@t

+
@3

@x3
.

Par ailleurs, l'onde solitaire (V.24) s'exprime tr�es simplement en terme de la fonctionF ,
selon

F (x; t ) = 1 + exp � (x; t ); � (x; t ) = � � (x � a) + � 3t;

o�u � et a sont des constantes r�eelles quelconques. Il est tr�es facile de v�eri�er que cette expression
est solution de (V.26), un peu plus long de retrouver la forme en1= ch2. S'il n'y avait que
l'op�erateur lin�eaire D lin , on construirait d'autres solutions par superposition, mais le dernier
terme de (V.26) exclut cette possibilit�e. Le changement de variablep  ! F n'a donc pas
lin�earis�e KdV.

Lorsqu'on n'a même pas de petit param�etre �a sa disposition, on peut toujours essayer de
r�esoudre un probl�eme par un d�eveloppement formel, qui s'�ecrirait ici

F = 1 + �F 1 + � 2F2 + : : :

L'id�ee est de prendre �a la �n du calcul � = 1. La structure g�en�erale du probl�eme devient

@
@x

 
@Fn
@t

+
@3Fn

@x3

!

= SM (F1; F2; : : : ; Fn� 1);

pour l'�equation �a l'ordre � n . On ne gagne rien, puisqu'on remplace une �equation aux d�eriv�ees
partielle (EDP) non lin�eaire, qu'on ne sait pas r�esoudre, par une hi�erarchie d'EDP lin�eaires
avec second membre qu'on ne pourra pas r�esoudre non plus car elle est in�nie... Le seul espoir
est quejFn j � j Fn� 1j, ce qui permet de tronquer le d�eveloppement pour obtenir une solution
approch�ee. Mais dans le cas de KdV, un miracle se produit et on trouve une solution exacte !



Au premier ordre en� , l'�equation v�erif�ee par F1 est

@
@x

 
@F1
@t

+
@3F1

@x3

!

= 0;

qui est lin�eaire. On peut donc prendre comme solution

F1(x; t ) = exp � 1(x; t ) + exp � 2(x; t ); � i (x; t ) = � � i (x � ai ) + � 3
i t;

L'�equation pour F2 s'�ecrit

@
@x

 
@F2
@t

+
@3F2

@x3

!

= � 3

2
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@2F1

@x2

! 2

�
@F1
@x

@3F1

@x3

3

5 = 3� 1� 2(� 2 � � 1)2e� 1 e� 2 ;

et la recherche de la solution sous la forme
e � 1 e� 2 conduit �a un simple probl�eme d'alg�ebre, et �a

F2(x; t ) =
(� 2 � � 1)2

(� 2 + � 1)2
exp(� 1 + � 2):

La poursuite du calcul donneFi = 0 pour i � 3. Le d�eveloppement formel est donc limit�e �a
deux ordres, et permet de construire une solution exacte ! Cette solution d�ecrit la propagation
de deux solitons, et s'�ecrit

F = 1 + exp � 1(x; t ) + exp � 2(x; t ) +
(� 2 � � 1)2

(� 2 + � 1)2
exp� 1(x; t ) exp� 2(x; t ):

Cette m�ethode, due �a Hirota, s'�etend �a un nombre quelconque de solitons. La solution �aN
solitons s'�ecrit comme un d�eterminant,

F = det
��

� mn +
2� m

� m + � n
e� m

��

; � m = � 3
m t � � m (x � am ); m 2 [1; N ]:

Figure V.5 { Repr�esentation de la solution �a deux solitons �a di��erents instants (le temps crô�t du
dessin de gauche vers celui de droite ; les solitons se d�eplacent de gauche �a droite de chaque dessin).

La solution �a deux solitons est trac�ee en Fig. V.5. Le soliton de plus grande amplitude
se d�eplace plus vite, il rattrape donc puis d�epasse le petit. Lorsqu'ils sont asymptotiquement
loin l'un de l'autre, ils ont la forme d'une onde solitaire, mais la �gure centrale montre que
la solution d�ecrit l'interaction entre les deux solitons. Ces excitations gardent leur identit�e, et
interagissent �elastiquement. La seule trace de l'interaction est un d�ephasage par rapport �a la
position qu'aurait chaque soliton s'il se propageait seul.



V.2.5 Int�egrabilit�e de l'�equation de Korteweg-de Vries.

La notion d'int�egrabilit�e se d�e�nit de mani�ere intuitive de la fa�con suivante : connaissant
� (x; t = 0) (ainsi qu'�eventuellement ses d�eriv�ees temporelles), peut-on calculer� (x; t ) �a tout
instant ult�erieur ? Pour une �equation d'onde lin�eaire, la transform�ee de Fourier permet de
construire la solution, dont le calcul se r�eduit �a un calcul d'int�egrale. Pour une �equation non
lin�eaire, le principe de superposition disparâ�t et la transformation de Fourier n'est d'aucune
utilit�e.

Une �equation telle que KdV (ou sine-Gordon qui est l'objet de la section suivante) estint�e-
grable. Les solitons se comportent comme desmodes propres non lin�eaires. Une condition initiale
donn�ee va donner lieu �a la propagation d'un certain nombre de solitons, que des m�ethodesli-
n�eaires permettent de calculer. Une trace de l'int�egrabilit�e de ces �equations est l'existence
d'un nombre in�ni de constantes du mouvement. Pour ces divers sujets, je vous renvoie �a la
bibliographie comment�ee en �n de chapitre.

V.3 Suppl�ement : L'�equation de sine-Gordon

V.3.1 Un mod�ele m�ecanique

L'�equation de sine-Gordon d�ecrit la dynamique, dans la limite continue, d'une châ�ne de pendules
pesants identiques tournant sans frottement autour d'une de leurs extr�emit�e. Nous consid�erons une
châ�ne de masses ponctuelles identiquesm, attach�ees �a l'extr�emit�e d'une tige sans masse de longueur
l , coupl�ees par des ressorts de torsion identiques exer�cant un couple de rappel� � � � o�u � est une
constante et � � l'�ecart angulaire entre deux pendules adjacents. La position dun-i�eme pendule est
rep�er�ee par l'angle � n qu'il fait avec la verticale descendante, selon l'acc�el�eration de la pesanteurg.

Figure V.6 { Châ�ne de pendules pesants

Le th�eor�eme du moment cin�etique donne l'�equation de mouvement du n-i�eme pendule,

ml 2 d2� n

dt2 = � mgl sin � n � � (� n � � n+1 ) � � (� n � � n� 1)

= � mgL sin � n + � (� n+1 + � n� 1 � 2� n ):
(V.27)

Cette �equation n'a pas de solutions exactes, mais se r�esout dans la limite continue, pour laquelle les
longueurs caract�eristiques des d�eformations de la châ�ne sont grandes devant la distancea entre deux
pendules voisins. On pose� n (t) = � (x = na; t) o�u x est la coordonn�ee le long de la châ�ne. La limite
continue permet d'�ecrire

� n� 1(t) = � (x � a; t) = � (x; t ) � a
@�
@x

+
a2

2
@2�
@x2

+ : : : ;



ce qui une fois inject�e dans (V.27) donne

@2�
@t2

� c2 @2�
@x2

+ ! 2
0 sin � = 0 ; avec c2 �

�a 2

ml 2 et ! 0 �
r

g
l
: (V.28)

Comme la dimension physique de� est [� ] = kg m2 s� 2, la constante c est homog�ene �a une vitesse. Il
est commode d'adimensionner l'�equation en posantT = ! 0t et X = ( ! 0=c)x pour aboutir �a l'�equation
de sine-Gordon (SG),

@2�
@T2

�
@2�
@X2 + sin � = 0 : (V.29)

L'approximation continue suppose que l'angle varie peu entre deux pendules voisins, ce qui impose
� � mgl. Elle est donc l�egitime si l'�echelle de longueur v�eri�e

c
! 0

= a

s
�

mgl
� a:

V.3.2 L'onde solitaire solution de sine-Gordon
Nous allons maintenant chercher des solutions exactes de (V.29), sous formed'ondes solitaires. On

pose donc, en notant� 0 � d�=d� ,

� (x; t ) = � (� � x � V t); avec lim
� !�1

� 0(� ) = 0 ; (V.30)

o�u V est une vitesse constante a priori ind�etermin�ee. La condition aux limites revient �a exiger que les
pendules fassent un angle constant avec la verticale pour� ! �1 . De fa�con �evidente, les positions
d'�equilibres stables sont � = 2p� o�u p 2 Z ; ce seront donc elles que nous chercherons �a obtenir.

Lorsqu'on injecte (V.30) dans (V.29), on obtient une �equation di��erentielle du second ordre,

� 00= sin � = �
d
d�

�
cos�

1 � V 2

�
� �

dU(� )
d�

(V.31)

Cette �equation pr�esente, comme pour KdV, une analogie m�ecanique �evidente. Elle d�ecrit le < mou-
vement > d'une particule ponctuelle de masse unit�e, �a la < position > � et au < temps > � , dans le
< potentiel > cos�= (1 � V 2), sans< dissipation >. Il su�t de multiplier chaque membre de l'�equation
par � 0 et d'int�egrer pour obtenir

1
2

�
d�
d�

� 2

=
C � cos�
1 � V 2 ; (V.32)

o�u C est une constante d'int�egration. Si l'on veut respecter la condition aux limites (V.30) pour une
position d'�equilibre stable 3 des pendules, soit� = 2p� o�u p 2 Z, il faut choisir C = 1 . Dans l'analogie
m�ecanique, le < potentiel > poss�ede une< position d'�equilibre instable > en � = 0 et � = 2 � lorsque
V 2 < 1 (voir Fig. V.7). Comme pour KdV, l'onde solitaire correspond �a la s�eparatrice.

On d�eduit de (V.32)

Z
d�

p
1 � cos�

= d
� p

2 log
�

tan
�

�
4

���
= �

s
2

1 � V 2 d�;

ce qui donne l'onde solitaire sous la forme

tan
� (x; t )

4
= exp �

x � V t
p

1 � V 2
: (V.33)

Cette solution ainsi que sa d�eriv�ee sont illustr�ees en Fig. V.8.

3. Attention ! nous parlons l�a du vrai probl�eme m�ecanique (une châ�ne de pendules pesant dans le
champ de pesanteur), pas de l'analogie formelle exhib�ee par (V.31).



Figure V.7 { �A gauche, trac�e du < potentiel > (V.31) lorsque V 2 < 1. L'�energie de la s�eparatrice est
en rouge. �A droite, portrait de phase.

Figure V.8 { Repr�esentation de la solution (V.33) (�a gauche) et de sa d�eriv�ee (�a droite). Courbe
bleue : V = 0 . Courbe rouge :V = 0 :9.

Lorsqu'on fait le choix du signe + dans (V.33), �a t �x�e, � ! 0 (resp. � ! 2� ) lorsque x ! �1
(resp. x ! + 1 ). Il s'agit d'un pro�l, solution exacte de l'�equation nonlin�eaire (V.29), qui se d�eplace
sans d�eformation vers lesx croissant. Les termes nonlin�eaires compensent donc les termes dispersifs.
Ce pro�l s'appelle un "kink", le choix du signe � conduit �a un anti-kink correspondant �a une rotation
des pendules dans l'autres sens : L'angle passe de0 pour x ! �1 �a � 2� pour x ! + 1 . On aurait
obtenu les mêmes solutions en posant au d�epart� (x; t ) = � (x + V t), ces excitations peuvent donc se
d�eplacer dans les deux sens.

L'onde solitaire relie une zone de la châ�ne o�u� = 0 �a une zone o�u les pendules ont tourn�es de2� et
se d�eplace �a la vitesseV , qui peut être nulle. Une telle excitation est appel�ee und�efaut topologique, elle
est �energ�etiquement tr�es stable puisqu'il faut une �energie in�nie pour la supprimer. C'est une di��erence
importante avec les ondes solitaires de l'�equation de Korteweg-de Vries qui n'existent pas �a vitesse
nulle. L'�equation (V.29) est relativiste (avec une vitesse de la lumi�ere c = 1 ), et les solutions pr�esentent
la contraction des longueurs en(1 � V 2=c2) � 1=2 pour l'extension spatiale des ondes solitaires.

Figure V.9 { Repr�esentation de la solution (V.33) pour la châ�ne de pendules pesants.



V.4 Solitons de sine-Gordon

V.4.1 Energie d'une excitation localis�ee
Revenons au probl�eme initial d'une châ�ne de pendules pesants coupl�es. L'�energie de la châ�ne peut

s'�ecrire en additionnant pour chaque pendule l'�energie cin�etique de rotation, l'�energie potentielle de
pesanteur et l'�energie potentielle due aux ressorts de torsion,
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L'unit�e d'�energie est donc ml 2! 0c=a=
p

mlg� , et en variables adimensionn�ees l'�energie s'�ecrit
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Cette expression permet de calculer l'�energie d'une onde solitaire (V.33) par substitution directe
de la solution (V.33). On peut faire un calcul plus simple en partant de (V.32), puisque pour une onde
solitaire � n'est fonction que deX � V T. Pour l'onde solitaire C = 1 , donc
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(V.35)

Cette �energie d�epend de la vitesse de l'onde comme l'�energie d'une particule relativiste de massem = 8 .
Il est possible de d�evelopper cette analogie4. L'�equation de sine-Gordon (V.29) peut être obtenue

�a partir du Lagrangien suivant :
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� 2

� (1 � cos� );

en �ecrivant les �equations de Lagrange pour le champ� (X; T ),

@
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�
@L

@(@�=@T)

�
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@
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�
@L

@(@�=@X)

�
�

@L
@�

= 0 :

�A partir du Lagrangien, on construit le tenseur �energie-impulsion, en prenant des 4-vecteursx � avec
x0 = T (en pratique dans notre cas, il n'y a que deux coordonn�ees, avecx1 = X ). Ses composantes
sont

T�� =
@L

@(@�=@x� )
@�

@x�
� L � �� :

La densit�e d'�energie est T00, dont on peut v�eri�er qu'elle redonne bien (V.34). Le courant d'�energie
est T01,

T01 =
@L

@(@�=@X)
@�
@T

= �
@�
@X

@�
@T

:

4. Ce qui suit suppose une certaine familiarit�e avec la th�eorie Lagrangienne des champs, telle qu'ex-
pos�ee par exemple dans le livre de Goldstein [2], dont je reprends les notations.



La conservation de l'�energie est bien v�eri��ee,
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l�a derni�ere �egalit�e �etant acquise par le fait que � (X; T ) est solution de sine-Gordon.
La densit�e de quantit�e de mouvement est

� T10 = �
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@X

@�
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;

qui permet de calculer la quantit�e de mouvement p d'une onde solitaire, �a partir de (V.32),
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qui est bien la quantit�e de mouvement d'une particule relativiste de massem = 8 , anim�ee d'une vitesse
V (dans des unit�es o�u la vitesse de la lumi�ere c = 1 ). Ce r�esultat peut être retrouv�e directement �a
partir de la solution (V.33). Les "kinks" de SG se comportent bien comme des particules.

V.4.2 Recherche de solutions plus g�en�erales
Les consid�erations pr�ec�edentes montrent que les kinks et anti-kinks se comportent d'une certaine

fa�con comme des particules. Nous allons voir que l'on peut même calculer des solutions d�ecrivant
l'int�eraction �elastique de deux de ces particules. Il existe des m�ethodes plus g�en�erales, nous allons
nous en tenir au calcul le plus simple.

La premi�ere �etape consiste �a poser

� (x; t ) = 4 arctan � (x; t ):

On trouve alors
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qui permet de r�e�ecrire (V.29) sous la forme
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On pose ensuite� (x; t ) = f (x)=g(t). Les d�eriv�ees sont not�ees en mettant la variable correspondante
en indice : f x � df=dx. Apr�es quelques calculs, l'�equation pr�ec�edente se met sous la forme suivante :

f 2 gtt

g
+ g2 f xx

f
= � ggtt + 2g2
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| {z }
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� f f xx + 2 f x
2 � f 2

| {z }
fonction de x

: (V.37)

On �elimine le second membre de cette �equation en d�erivant par x puis par t. On peut ainsi s�eparer les
variables,

(f xx =f )x

f f x
= �

(gtt =g)x

ggt
= � 4q; (V.38)

o�u q est une constante r�eelle. Il est facile d'int�egrer une premi�ere fois l'�equation pour f , ce qui donne

f xx = � 2qf 3 + mf; (V.39)



o�u m est une nouvelle constante d'int�egration. On multiplie les deux membres de cette �equation par
f x et on int�egre, pour obtenir

f 2
x = � qf 4 + mf 2 + n: (V.40)

o�u n est une troisi�eme constante. Le même travail peut être fait sur g. Les constantesm0 et n0 qui
apparaissent alors ne sont pas ind�ependantes dem et n. En e�et, il y a une relation d'implication
simple de (V.37) vers (V.38), et la compatibilit�e des expressions pourf xx , f x , gtt et gt avec (V.37)
impose

gtt = 2qg3 + ( m � 1)g;
g2

t = qg4 + ( m � 1)g2 � n:
(V.41)

V.4.3 Comportement physique de quelques solutions
Les �equations (V.40) et (V.41) s'int�egrent en terme de fonctions elliptiques pour toutes les valeurs

des constantes. Dans certains cas, les solutions s'expriment simplement.

O�u on retrouve l'onde solitaire...

Pour retrouver l'onde solitaire, nous allons chercher des solutions qui tendent vers� = 0 , soit � = 0
pour t �x�e et x ! �1 ou x ! + 1 . Il faut alors n = 0 . Le cas le plus simple est alorsq = 0 . On
trouve sans di�cult�e
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�
�

p
mx �

p
m � 1t

�
;

valable lorsque m > 1, qui se ram�ene �a la solution (V.33) avec V =
p

1 � 1=m < 1, soit aussi
m = 1=(1 � V 2).

Int�eraction �elastique d'ondes solitaires (1) : collision kink-kink

Prenons maintenantn 6= 0 , q = 0 et m > 1. Posonsf (x) =
p

n=mF (x) et g(t) =
p

n=(m � 1)G(t).
Les �equations (V.40) et (V.41) s'�ecrivent alors
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(V.42)

Pour comprendre la signi�cation de cette solution, regardons le comportement asymptotique corres-
pondant au signe "+" aux grands jt j et grands jxj. Il s'agit dans tous les cas de kinks, les excitations
allant, depuis les x n�egatifs vers les x positifs, de 2p� �a 2(p + 1) � . Les di��erentes limites sont les
suivantes :
{ Lorsque t ! �1 on a ch

� p
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p
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p
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La solution d�ecrit la collision �elastique �a la position x = 0 , �a l'instant t = 0 , de deux kinks
contrapropagatifs de même vitessejV j =

p
1 � 1=m qui rebondissent l'un sur l'autre. Ces excitations

semblent donc avoir une vraie individualit�e, et donc une analogie profonde avec une particule, et sont



Figure V.10 { Collision �elastique de deux kinks (V.42).

appel�ees solitons. Des m�ethodes plus avanc�ees permettent de construire des solutions comportant un
nombre quelconque de kinks.

Calculons l'�energie associ�ee �a cette solution. Comme elle est conserv�ee, on le fait pourt = 0 . On
trouve alors en reportant (V.42) dans (V.34),
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;

soit e�ectivement l'�energie de deux kinks. Ce r�esultat �etait attendu, puisque l'�energie est conserv�ee et
que lorsque les deux kinks sont tr�es �eloign�es l'un de l'autre leur �energie d'int�eraction doit être nulle.

Int�eraction �elastique d'ondes solitaires (2) : collision kink-antikink

Lorsque n = 0 , m > 1 et q 6= 0 , posons f (x) =
p

m=qF(x) et g(t) =
p

(m � 1)=qG(t). Les
�equations (V.40) et (V.41) deviennent
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soit apr�es un peu d'alg�ebre
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(V.43)

Regardons la solution correspondant au signe "-". Pourt ! �1 et x ! �1 , on atan �
4 � e

p
mx �

p
m� 1 t ,

soit un kink 0 ! 2� se propageant vers la droite, tandis que pourx ! 1 on a tan �
4 � e�

p
mx �

p
m� 1 t ,

soit un antikink 2� ! 0 se propageant vers la gauche. Quandt ! + 1 un antikink 0 ! � 2� repart
vers la gauche et un kink� 2� ! 0 vers la droite.

Le calcul de l'�energie donneE = 8m
R+ 1

�1
1

ch2 (
p

m x )
dx = 16

p
m; comme il se doit.

Etats li�es : breathers

La derni�ere solution s'obtient comme la pr�ec�edente, mais en choisissantm < 1. La solution pour
f (x) est donc la même, et on poseg(t) =

p
(1 � m)=qG(t). On a alors

�
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= � d

�
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;



Figure V.11 { Collision �elastique kink-antikink (V.43).

soit en�n

� (x; t ) = � 4 arctan
p

m sin
p

1 � m t
p

1 � m ch(
p

mx)
(V.44)

Cette solution n'est pas propagative5, il s'agit d'une oscillation p�eriodique non lin�eaire appel�ee en
Anglais breather (soit "respirateur"). C'est l'�equivalent, pour un syst�eme non lin�eaire, d'une onde
stationnaire. Avec un peu d'alg�ebre, on calcule l'�energie correspondante et on trouve comme pour la
solution kink-antikink 16

p
m, mais contrairement au cas pr�ec�edent m < 1 pour un breather. L'�equation

de sine-Gordon ne contient pas de terme dissipatif (sans quoi aucune solution de type onde solitaire
n'est envisageable), mais toute r�ealisation e�ective en comporte. Comme l'�energie d'un breather est
inf�erieure �a celle d'une paire kink-antikink, exp�erimentalement la collision d'un kink avec un antikink
donne un breather, et une autre interpr�etation des breather est un �etat li�e (puisque d'�energie inf�erieure)
entre un kink et un antikink.

Figure V.12 { Breather, ou �etat li�e kink-antikink (V.44). Les diverses courbes repr�esentent la forme
de l'excitation �a divers instants.

5. On construit trivialement un breather propagatif en appliquant une transformation de Lorentz
�a la solution trouv�ee, puisque cette transformation laisse invariante sine-Gordon.



V.5 Indications bibliographiques

La propagation d'ondes dans un milieu dispersif est trait�ee de mani�ere particuli�erement
profonde et claire dans le livre de Jackson [1]. La dispersion pour des ondes nonlin�eaires (pas
n�ecessairement solitoniques) est trait�ee dans le livre de Whitham [3].

On trouvera une exposition compl�ete et claire de la m�ethode Lagrangienne pour les champs
dans le livre de Goldstein [2].

Comme livre introductif, on pourra consulter [4], qui a l'avantage de pr�esenter des illustra-
tions exp�erimentales. Des �lms sont disponibles sur ce site [5], propos�e par T. Dauxois qui est
co-auteur de [6] avec M. Peyrard.

Passons aux ouvrages plus sp�ecialis�es sur les ondes non lin�eaires et les solitons. Je tâche de
les classer par ordre de di�cult�e croissante !

� Pour avoir une vision globale, l'article de Fordy [7] est remarquable par sa concision et sa
clart�e. Il est disponible gratuitement sur
http://www.amsta.leeds.ac.uk/Pure/staff/wood/FordyWood/fordy.ps
On y trouvera de nombreuses r�ef�erences.

� Le livre de Whitham [3] ne se limite pas aux solitons, mais constitue une bonne premi�ere
approche. D'un niveau �equivalent, citons le livre de Infeld et Rowland [8] qui a le m�erite
de ne pas se contenter de syst�emes 1D (spatialement). Ces notes doivent beaucoup �a ces
ouvrages.

� Une des m�ethodes d'int�egration de KdV et SG est la m�ethode dedi�usion inverse (en
anglaisinverse scattering). Elle est particuli�erement bien expos�ee, de fa�con �a la fois claire
et accessible, pour plusieurs �equations non lin�eaires int�egrables, dans le tr�es bon livre de
Drazin et Johnson [9].

� Le livre, tr�es nettement plus di�cile, de Newell [10] met en perspective les diverses pro-
pri�et�es des �equations int�egrables. Cette profondeur de vue et cet e�ort de synth�ese doivent
se m�eriter !
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