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Chapitre |

Sysemes dynamiques

.1 & nition
Un syseme dynamique continuou syseme dequations dierentielles, secrit
dx
X g = OO (1.1)

al X = X(t) 2 R" est une fonction de la variable eellé (en principe le temps) etf : U! R"
est une fonction egulere e nie sur un sous-ensembldJ R".

Comme nous allons le voir, de tes nombreux probemes se ranenenta letude d'un syseme
dynamique. Cela ne veut pas dire quius les probemes soient justi ables d'un tel traitement!
En particulier, le minimum (strict!) qu'on est en droit d'attendre, avant I'applicationa une
situation donree des esultats de la theorie des sysemes dynamiques est lecriture explicite
d'un syseme (1.1)! Une utilisation cebricee (et d'autant plus peremptoire) de la 'treorie du
chaos" dans des contextes economiques, ou plus gereralement en sciences sociales rekve en
cereral de I'escroquerie pure. On lira avec pro t,a ce sujet, l'introduction de I'excellent livre de
V. Arnold [Arn98]. On trouvera de nombreuses etrences introductions dans I'appendice 1.5.4.

.2 Exemples

[.2.1 Mecanique

Une source intarissable de sysemes dynamiques provient desequations de la Mecanique.

de (I.1), avecn = 2N :

8
@H
2 q or
5H (1.2)
@q

Plus gereralement, lesequations du mouvement nous donneront desequations dierentielles du
second dege, qui peuvent &tre reanmoinsecrites sous la forme (1.1) :

(

x+ x+!12x=0 ng yy | 2 (1.3)

g



Dans cet exemplen = 2. Dans les sysemes (l.1), la fonctiorf ne depend pas explicitement du
temps. On parle d'un sysemeautonome Cela ne constitue pas vraiment une perte de gereralie,
puisque dans le cas d'un forcage cependant du temps on se ranene formellementa la méme
structure : 8
2 X =Y
cos! ot () , — = o
Yy = y

X+ Xx+!2x=

(1.4)

I 2x + cos

[.2.2 Ciretique chimique

Un autre domaine au apparaissent des sysemes dynamiques est la Chimie. Une eaction
chimique noee
A+ B!

C+D (1.5)

signi e que les especes chimiqueA et B eagissent ensemble pour donner les espec€set D.

Il est raisonnable de supposer que le taux de eaction est proportionnela la probabilie d'un

choc entre mokcules des especes et B, donc au produit de leurs concentrations volumiques
[A] et [B]. La ciretique chimique donne alors lesequations devolutions des concentrations des
diverses especes. On aura donc

d[A] _
- = (1.6)

al k > 0 est la constante de eaction. Le signe "" signi e que l'espece A disparat lors de la
eaction (1.5).

Un exemple simple (mais peu ealiste) pesentant une dynamique ineressante est celui du
brusselator* Les eactions chimiques sont

K[AI[B];

8
% A ke X
B+X 1" vY+pD
. (.7)
E 2X +Y | 3X
X ks E

ce qui suppose qu'elles aient lieu dans un eacteur ai les produifs et B sont en permanence
renouveeks, les produitsC et D elimires. Lesequations sont alors

8

d[x
2 T Al BIXT kXD KXPIY]

dt _ x = a (b+1)x+x?% .

=) _ 2 ; (1.8)

E d[Y] Yy bx xcy

g = KBIX] kX PY]

q___

la dernere expressionetant valable pour les variables adimensiorees= kst et X = k3=ky[X],

aveca = kikz ‘[A]=K; 7 et b= ky[B]=ks.

Nous etudierons d'un peu plus pes la dynamique du brusselator. Des oscillations ontee
obsenees dans des eactions chimiques, pour la premere fois dans lequation de Belousov-
Zhabotinsky. Vous pouvez consulter les etrences [Bel, Zha].

1. Jeu de mot fondce sur son comportement oscillant, et sa ceation par des chercheurs d'un labora-

toire Bruxellois



[.2.3 Dynamique des populations

Les biologistes, apes les travaux pionniers de Volterra, ont cecrit levolution de populations
d'animaux par des sysemes dynamiques (nombreux exemples dans [GMM71]). Les mockles
typiques sont les sysemes pedateur-proie, dont un exemple simple est le suivant :

(
Nﬁ N 1 N 1N2 . (I 9)
Ny = No+ NNy ° '

a tous les coe cients sont suposes positifs. ICIN; repesente la population de proies, qui sans
pedateur (population N;) crot avec le coe cient (taux de natalie diminie du taux de
mortalie ; on suppose que les proies onta disposition une nourriture abondante), et decro
lorsqu'elle est en contact avec ses pedateurs, proportionnellementa leur nombre (terme en
). Inversement, la rencontre de proies augmente la population de pedateurs (terme eh
qui diminuerait sinon (terme en ). La motivation de Volterra etait de rendre compte des
oscillations, en opposition de phase, obserees au Canada dans les populations de lynx et
de lapins. Le syseme (I.9), pour certaines valeurs de ses paranetres, donne lieua de telles
oscillations.

.3 Theoeme d'existence et d'unicié

Le theoeme suivant, dont nous ne donnerons pas la cemonstration (on peut la trouver dans
[Arn88]), etablit I'existence et l'unicie des solutions de (1.1), sous des hypotleses assez peu
restrictives :

Theoeme (existence, unicie et &ependance continue des conditions initiales) :

SoitU R" un sous-ensemble ouvert de I'espace EuclidiBfi, soitf : U! R" une application
continuement dierentiable ( C,), et soit Xy 2 U. Alors il existe une constantec > 0 et une unique
solution (Xo;:):[ c¢;d! U satisfaisant le syseme dierentiel x = f(x) avec comme condition
initiale x(0) = X, (c'esta-dire x(t) = (xq;t)). De plus, cette solution cepend continuement du
point initial X.

Ce treoeme est donc valablelocalement (dans I'ouvert U, et pour l'intervalle de temps
[ c;d). Son grand inerét pratique est qu'il permet, par exemple, d'assurer que le probeme
aux conditions initiales (esolution de (I.1) connaissant la condition initialexy) possde une
solution unique, ce qui est d'une grande aide pour la recherche d'une solution nunerique. On
notera que leprobeme aux limites tel que esoudrex = g(x) avecx(ty) = a et x(tp) = b, n'est
pas assue d'avoir une solution.

.4 Espace de phase
[.4.1 e nition

L'espace de phasest I'ensemble contenant les variables de (1.1). Pour un syseme dyna-
mique, la dimension de I'espace de phase donne le nombreléges de libere du syseme. Cette
cenomination n'est pas celle usuellement utili|ee en Mecanique. En e etiN particules dans I'es-
pacea 3 dimensions correspondent@N deges de libere pour la mecanique (3 coordonrees
pour chacune dedN particules), mais il y a6N equations de Hamilton (I.2) (3 coordonrees et
les 3 composantes de l'impulsion gereraliee par particule) don6N deges de libere au sens
des sysemes dynamiques.



Ainsi (1.9) et (1.8) sont des sysemes dynamiquesa 2 deges de libere, un syseme autonome
cecrit par une equation dierentielle de dege n posden deges de libere. Le syseme (1.4),
gui n'est pas autonome, a 3 dege de libere méme si lequation qui en decrit la dynamique est
du second ordre.

[.4.2 Description d'un syseme dynamique

En cereral, un syseme dynamique (I.1) ne possde pas de solution analytique. Le probeme
gue I'on se pose est alors de cecrire le comportement de ses solutions enetudiant la fonction
f(x), ce qui est un probeme in niment plus simple! Une repesentation des solutions dans
I'espace de phase est uportrait de phasedu syseme dynamique.

Les portraits de phase ressemblent beaucoup a la repesentation des lignes de champs de
vitesse d'un uide en ecoulement. L'ensemble des trajectoires du syseme dynamique dans
I'espace de phase est appelt , et on indiquera parfois par des eches le sens de parcours de
ces trajectoires lorsque le tempsaugmente.

.5 Points xes. Etude de la stabilie d'un point xe.

En egle gererale, il n'existe pas de solution analytique de (I.1). Le probeme que se pose la
treorie des syseme dynamique est de cecrire le comportement du syseme par la seuleetude de
la fonction f(x), qui estevidemment un probeme beaucoup plus simple. Dans l'ickal, il s'agit
d'obtenir le portrait de phase du syseme dynamique.

Un point xe, ou point dequilibre, est un point x tel que f(x ) = 0. De ce fait, il s'agit
d'une solution de (I.1) puisquedx =dt = 0, qui donne donc une premere trajectoire (eduite
au seul pointx ) dans I'espace de phase. On peut ensuite se poser le probeme dstébilie
de ce point xe, qui permettra de tracer le comportement du syseme dynamique dans tout un
voisinage du point xe.

La nmethode la plus gererale consitea poser

( X (t)
X;(t)

Comme est une petite perturbation, lequation qui donne sa dynamique est tiee de (I.1) en
ceveloppant f(x) au voisinage dex ,

X + (t)avecj (t)jj 1 (notation vectorielle)
X; + i(t); avecj i(t)] 1, 8i 2 [1;n]; (composantes)

(1.10)

* @

- @?((X)j+0(jj 2 soit =[J] ; (.11

2= filxe+ piinxy+ on)= M); ;+

=0

en introduisant la matrice JacobiennefJ] [@f=@}. Plutdt que d'utiliser directement ce
formalisme gereral, nous allons voir quelques exemples. Uneetude plus compékte est esquissee

aux 1.5.4.

[.5.1 Exemple 1 : L'oscillateur harmonique

L'exemple le plus simple est I'oscillateur harmoniquea une dimension,
(

X
x= 13x; -
y

2. On suppose les composantes du vectewur sans dimensions.

y .
P (1.12)




Il existe un unique point xe, (x =0;y = 0). Le probeme est lireaire, et letude de stabilie se

ranenea celle de la matrice , dont les valeurs propres sont i! o. Leur partie eelle

12 0
' 0
est nulle, le point xe est donc stable. Ici les trajectoires ne skloignent pas du point xe (voir
Fig. 11.2) qui est appek un centre.

Dans ce probeme tes simple, la quantie E,, est conseneé,

En Loxe L2 loe, Lo (1.13)
moopX T TN TN '
ce qui donne directement lequation des trajectoires dans I'espace de phase, ici des ellipses. En
comptant le temps = ! ot en periodes propres de l'oscillateur, le portrait de phase consiste en

des cercles centes sur l'origine.
Si nous introduisons de 'amortissement,

(
X+2 x+12x=0; = (> 0); (1.14)

lequation (1.13) est remplaece par

2 0 (1.15)

<
1
N

<

ce qui implique quetllilm x(t) = 0. Les trajectoires convergent donc vers le point xe, qui est dit
asymptotquement stablet est appek unpuit. On rrhontre facilement que les valeurs propres

sont i 13 2 (lorsque <! () ou sinon 2 12 Dans tous les cas leurs parties
eelles sont regatives, et le point xe est stable.

L L L
-05 0.0 0.5

Figure .1 { En bleu, une trajectoire de (1.14) pour = 0:1, ! = 1 et les conditions initiales
x(0) =0:9 et x(0) = 0. En jaune, une trajectoire de (1.12) pour les m&mes conditions initiales.

[.5.2 Exemple 2 : Le pendule pesant

Les deux premiers exemples sont des sysemes lireaires. Les portraits de phase sont donc tes
simples, puisque toutes les trajectoires ont la méme forme. Le pendule pesant (masse ponctuelle
a I'extemie d'une tige sans masse de longueul tournant sans frottement autour de son autre
extemie) est un exemple tes classique, mais tep assez riche, de syseme non lireaire. Les
equations sont (

- |2 : . X_ = y .
X I §sinx; y | Ssinx ; (1.16)

3. Il s'agit bien sar de lenergie mecanique diviee par la masse, six est une longueur.



al X repesente I'angle du pendule avec la verticale descendantd;acekration de la pesanteur,
et! 2= g=I Les points xessont(x =0 (2 );y=0) et(x= (2 );y=0). Letude de stabilie
de (0;0) se ranmene au cas peedent. Pour l'autre point xe, posonsx = + ;y = avec
jJ letjj 1 Le syseme lirearie est

| | |

(.17)

ONO

!
_ 12 0

Les valeurs propres ainsi que les vecteurs propres correspondants sont
! !

+1, assoceea | o assoceea (1.18)

b
"o "o

L'une d'entre elleetant de partie eelle positive, le point xe (; 0) est instable. Un point xe

avec une valeur propre positive et une regative est appek upoint col?.
On peut tracer un portrait de phaselocal au voisinage de la position dequilibre que nous

venons detudier, comme sur la Fig. 1.2.
‘-_h/
X

\i

Figure 1.2 { Portrait de phase du pendule pesant (1.16) au voisinage de la position dequilibre instable

(; 0). En rouge, les directions propres, stables et instables selon que le sens des eches indique que le
ot converge vers, ou diverge du point xe. En bleu des portions de trajectoires passant au voisinage
du point xe.

Cette gure estl'occasion d'introduire un point de vocabulaire. Un point xe tel que le Jacobien
n‘ait que des valeurs propres de parties eelleson nulle, comme c'est le cas ici (une valeur propre
strictement positive, l'autre strictement regative) est appekhyperboliquelLa gure I.2 explique
cette cenomination.

Le syseme (1.16) est conservatif et cerive d'un potentielEy(x) tel que

1
§X—2 + f 21 {Zcosx; = Cste Ep: (1.19)
Ep(x)

La repesentation graphique du potentiel permet d'identi er les mouvements possibles (voir
Fig. 1.3).

{ Igour )O En < 2! 3, le pendule e ectue des oscillations d'amplitudarccos(l Eg,=!3)

{ Pour 2! 2 <E ,,, le pendule e ectue un mouvement de evolution, sans changement de sens.

{ Pour 2! 3 = E,,, deux trajectoires relient les points xes( ; 0) et (; 0); physiquement, le
pendule part de la position dequilibre 'tete en haut"x = dans un des deux sens possibles.
Ces trajectoires, qui ®parent dans I'espace de phase les solutions oscillantes des solutions de
evolution, constituent la sparatrice.

4. Les Anglais etant davantage marqle par la culture equestre que montagnarde parlent de point "selle",
saddle point



Figure 1.3 { Trae de Ep(x) dans (1.19). Pour uneenergie E < 2! 3 (ligne rouge), 'amplitude des
oscillations est donree graphiqguement (lignes pointilees).

Notons X, I'amplitude maximale des oscillations. En utilisant (1.19), et les synetries
evidentes du probeme, on ceduit une expression de la geriode des oscillatioRs

Xm
dx
T=4 g : (1.20)
o 2Em 20131 cosx)
al X, =arccos(l Ep=!3). Ineressons nous au cag, = , soit E, =2! 3. On voit que I'in-

egrande diverge au voisinage de la borne sugerieure de l'inegrale. Regardons plus pecisment
le comportement de l'inegrale. Il est donre par

z _dx z du Z du _

= a

D n

P P00 = P=—H ’
| |
2' o 1+ cosx o 2o 1+cos( u cou

en ceveloppantcos(  u) au deuxeme ordre enu, ce qui est kgitime si 1. La periode
diverge donc logarithmiquement lorsque l'on s'approche du maximum. La sparatrice est donc
constittee de deux trajectoires reliant a (respectivement a , sile pendule tourne
dans l'autre sens) et parcourues en un temps inni. Il n'y a donc pas de croisement en,
conformement au treoeme déexistence et d'unicie des solutions (voir x 1.1).

Remarque (importante!) :

Il s'agit d'un esultat valable pour tout mouvement 1D d'un point matriel dans un potentiel.
Placons nous dans le cas gereral as existe uneenergie potentielley(x). Le maximumx , tel
queE Ep(x ), est ce ni par (dEp=dx)(Xx ) = Eg(x ) = 0 (puisquex est un point xe) et
Eg?x ) > 0 (puisque c'est un maximum). SO < 1, la periode au voisinage dex est

Z dx 1 z du
p———= = —,
2 E Ep(X) ZEng ) o

T(x)

X

en ceveloppantE  Ey(x  u)a l'ordre le plus bas, soitu?. La divergence logarithmique du

temps de parcours d'une trajectoire passant par un maximum instable est gererale.
L'existence d'une energie potentielle (1.19) permet de tracer un portrait de phase global

pour (1.16). Au voisinage de , il est bien entendu en accord avec le portrait local Fig. I.2.

5. On notera, et nous y reviendrons, que contrairement au cas de l'oscillateur harmonique la periode depend
a priori de l'amplitude des oscillations. La propree d' isochronisme ne concerne que les petites oscillations
(in niesimales).




I I I
-3 -2 -1 0 1 2 3

Figure 1.4 { Portrait de phase global pour le pendule pesant (1.16). La ®paratrice est trace en
rouge. Le temps est en unie! g = 1, donca faible amplitude les orbites fernees sont des cercles. Leur
ceformation avec I'amplitude vient du terme non lireaire (et ces orbites ne sont pas des ellipses).

[.5.3 Exemple 3 : Oscillateur de van der Pol
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Nous allons etudier un oscillateur non lireaire et non conservatif, cecrit par lequation
dierentielle
X x? x+ x=0: (Oscillateur de van der Pol) (1.21)

Cet oscillateur a un point xeevident x =0;x =0. Lorsque < 0, le terme correspondant est
dissipatif, et ce point xe est asymptotiguement stablé. Lorsque > 0, le terme correspondant
repesente une ampli cation. On construit facilement des circuitselectroniques qui mocelisent
un oscillateur de van der Pol, avec uneement actif (Ampli OP, par exemple) qui ealise > 0.
L'amplitude x cro, jusqua ce que le terme en+ x2x, qui repesente une dissipation non lireaire,
devienne peponcerant sur le terme d'ampli cation  x. On peut imaginer que les trajectoires
ne pourront skloigner du point xe, et parcourront une orbite fermee appek cycle limite.
L'inegration nunerique de (1.21) justi e cette approche.

-06-04-02 00 02 04 06

Figure 1.5 { Cycles limites de l'oscillateur de van der Pol (en rouge; en bleu sont repesentes des
trajectoires convergeant vers le cycle limite). De gauchea droite, =0:1, =0:5et =2.

Lorsque 0 < 1, il est possible d'estimer quantitativement la taille du cercle limite.
Lenergie de l'oscillateur E = x?=2 + x2=2 \eri e
— = X9)X“:
=0 A

6. On utilise ici un esultat intuitif : la stabilie lireaire implique la stabilie non lireaire. En e et, une per-
turbation d'un point xe lireairement stable ne s'eneloigne pas, et les termes non lireaires restent regligeables.



Si l'oscillateur atteint un egime stable d'oscillations d'amplitude nie, on peut estimer qu'en
moyenne sur une geriode la variation denergie est nulle,

*dE+ 17 dE
— — 2i = p2y2i-
ot To dtdt 0 ) hx“i = X“x“i:

Si les oscillations sont quasi-sinustales,

x(t) acost i’ %; 32 = Shsin?(2t)i =
soitenn a= 2p_.
[.5.4 Compément : Rappels d'algbre lireaire

Dans cette section, nous revenons un peu plus en cetail sur la esolution du probeme gereral
(1.11). Nous nous limitonsa de brefs rappels, pour un expos complet et tes clair voir [Arn88].

Cherchons des solutions de la forme;(t) = 2exp(t ). Le probeme se ranene alorsa un probeme
d'algebre lireaire, puisque apes simpli cation par exp(t ), on obtient le syseme dequations

8
% (Jll )8+3128+211+J1n2 =0

[
o

Ji18+:::+(Jij )9+:::+Jin2 (1.22)

Jn 9+ 110+ (Jnn ) o =0

Le probeme admet donc une solution non triviale (avec les ? 6 0) que lorsque est unevaleur propre
de la matrice Jacobienne[J]. Cette matrice est eelle, ce qui donne lieu aux cas suivants :

1. Les valeurs propres i, i 2 [1;n], sont eelles et distinctes. Les vecteurs propres; forment alors
une base, et si la condition initiale s'exprime dans cette base comme

X
o= GCji;
i=1
alors la solution de (1.11) est
X
x(t)= Ciexp(it) i
i=1
Le point xe est alors instable si une au moins des valeurs propres est strictement positive, stable
sinon.

2. Les valeurs propres sont toutes distinctes, mais il apparat des couples de valeurs propres com-
plexes conjuglees (puisque la matrice Jacobienne est eelle). Notons le conjugle complexe de
z.Si j2Rpourj pet j= ; ilj(i?= 1 pourp+l j mavecp+2m=n,la
solution de (1.11) est

XP Xn o .
x(t) = Ajexp( jt)j+ exp( jt) Cj jexp(!;t)+ C; jexp( itjt) -
j=1 j=p+l

la encore, le point xe est instable si au moins une des valeurs propres a une partie eelle
strictement positive.



3. Les deux cas peedents s'appliquent lorsque la matrice Jacobienne est diagonalisable (sRou
C). Lorsqu'elle ne l'est pas, supposons que les valeurs propres eelles soient(1 | k) de
multiplicies respectives |, et les valeurs propres complexes; il | (1 | m) de multiplicies
respectives . Alors la solution de (1.11) secrit

XK xn
()= p()exp( 1)+  exp( t)[g(t)cos! t+ ri(t)sin! t];
1=1 1=1

al pi(t), g(t) et ri(t) sont des polynbmes de dege respectivement strictement inkrieursa |,

| et |.Lorsquet! 1 , le comportement asymptotique de cette solution est domire par les
fonctions exponentielles eelles. Donc le point xe est instable, & encore, si au moins une des
valeurs propres est de partie eelle strictement positive, stable sinon.

A titre d'exemple,etudier lequation dierentielle

dx i

e dt2+x:o; x(0) = 1;x(0) = 0;x(0) = 0; (d®x=dt3)(0) = 0 :

{ Mettre cetteequation sous la forme (l.1)
{ Calculer les valeurs propres de la matrice
{ Chercher les solutions sous la formga+ br)e !, et en deduire la solution.

On a facilement 0 1 0 10 1
X 0 00 X

glé_%o 1o§%y§
zK @ 0 01 z
u u

o o

1 020

Les valeurs propres sont 1, avec chacune une multiplicie de 2. La solution de lequation dierentielle
est . .
e't et
x(t)y= — =+
M=

el €
Z 4+ :
4 2 2

A{Quelques eérences compémentaires.

Finissons par quelques livres introductifs, peu chers en grande majorie, tes lisibles et
constituant d'excellentes introductions.

Pour une approche nettement orienee vers la Physique, on pourra consulter les ouvrages
d'Abarbanel, Rabonovitch et Sushchik [ARS93] (nombreux chapitres sur les ondes nonlireaires),
d'Arnold [Arn04] (tes ineressant par son approche historique), Berge, Pomeau et Vidal [BPV84]
(nombreuses illustations experimentales) et Pippard [Pip88] (approche originale et aussi peu
formelle que possible).

Les sysemes dynamiques sont aussi un des grands domaines des Matrematiques. On trou-
vera une introduction actuelle et claire dans le livre de Buzzi [Buz05], et I'excellent livre de
Ruelle est particulerement ra raichissant [Ruel10]!
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Chapitre Il

Bifurcations

1.1 Portraits de phase de l'oscillateur de van der Pol

Revenons sur I'exemple de l'oscillateur de van der Pol,

(
X =
y = x+( X9y (-

Il s'agit d'un syseme dynamique qui cepend du paranetre eel . Lorsque < O, le point

(x = 0;y = 0) de l'espace de phase est un point xe stable, attractif, avec comme bassin
d'attraction I'espace entier (quelle que soit la condition initiale, toute trajectoire converge vers

ce point). Lorsque > 0, le point xe se cestabilise, et il apparat une trajectoire fermee de
I'espace de phase, le cycle limite, dont il est facile de se convaincre qu'elle a aussi comme bassin
d'attraction l'espace de phase tout entier. Si I'on se place au voisinage de 0, le cycle limite

est presque circulaire, et les portraits de phase se pesentent donc ainsi :

e<0 e>0

Figure 11.1{ Portraits de phase sctematique de l'oscillateur de van der Pol. En rouge est repesent
le point xe (plein lorsqu'il est stable, vide sinon) et le cycle limite s'il existe. En bleu une trajectoire
convergeant vers le point xe ( < 0) et deux trajectoires convergeant vers le cycle limite (> 0).

Il y a donc changement qualitatifdans le portrait de phase de l'oscillateur de van der Pol
lorsque le parametre varie, puisque pour < O le seul attracteur est un point, alors que
pour > O l|'attracteur est une courbe fernmee. Un tel changement s'appelle ungfurcation.
Nous allons commencer par formaliser un peu ce que nous entendons par ‘changement” et par
"gualitatif".
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[1.2 Stabilie structurelle

e nition 1 . Equivalence topologique

Cette notion formalise la ressemblance qualitative entre deux sysemes dynamiques. Un syseme
dynamique surU R" est topologiguementequivalena un syseme dynamique surV . R"

s'il existe unebijection bicontinue (c'esta-dire un honeomorphisme h : R" ! R" telle que
h(U) = V, qui envoie les orbites d'un syseme dans l'autre, en conservant le sens du temps.

Ce nition 2 : Stabilie structurelle.

Un syseme dynamique eststructurellement stabledans un ferne U s'il reste topologiquement
equivalenta lui-méme par une petite variation du champ de vecteur assocee. En gros, si il existe
une egion fernmee (au sens de la topologid) R", telle que pour toute fonctiong egulere et
borree surU, il existe 1 de sorte que les sysemes dynamiques= f(x) etx = f(x)+ g(x)
soient topologiqguementequivalents, alors le syseme non perturke est structurellement stable.

On se contentera de cette icee intuitive. Regardons un exemple tes simple de syseme
structurellement instable, I'oscillateur harmonique :

| | |
X 0 1 x 0
= + ; (11.2)
y 15 0 vy
—2 4z b 143
f(x) a(x)

e<0 e>0

Figure 11.2 { Portraits de phase de l'oscillateur (11.2), avec pour unie de temps 2 =! (. La eche
indique le sens de parcours d'une trajectoire lorsque le tempiscronX.

Tes clairement, il est impossible qu'il existe une bijection entre les orbites fernees pour 0
et celles pour 6 0, quelle que soit la valeur de. Aussi petite soit elle, la perturbation modi e
qualitativement le portrait de phase du syseme dynamique, qui est donc structurellement
instable, et ce quel que soit le ferm&J) que I'on consicere autour du point xe.

Be nition 3 : Point xe hyperbolique
Un point xe x est hyperboliquesi sa Jacobienne n'a aucune valeur propre de partie eelle

nulle.

Cette cenomination vient de l'image donree par la Fig. 1.2. On cemontre alors les deux
treoemes suivants :

Tleoeme 1 (Hartman-Grobman) :
Au voisinage d'un point xe hyperbolique, un syseme dynamiquex = f(x) est localement
topologiquementequivalenta sa lirearisation = ( @=@)jx



Tleoeme 2

Les portraits de phase au voisinage de deux points xes hyperboliques sont localement topolo-
giquementequivalents si les matrices Jacobiennes admettent les mémes nombrest n de
valeurs propres de parties eelles respectivement strictement positives et strictement regatives
(les pointsetant hyperboliques, aucune valeur propre n'est de partie eelle nulle).

Ces esultats sont raisonnablement intuitifs. Par exemple, une consquence du threoeme de
Hartman-Grobman est que la stabilie lireaire d'un syseme implique sa stabilie non lireaire;
intuitivement, les termes non lireaires constituent une petite correction et ne modi ent donc
pas le esultat de letude lireaire, tout au moins dans un voisinage du point xe.

Une autre est que le portrait de phase au voisinage d'un point xe hyperbolique est struc-
turellement stable. En e et les valeurs propres cependent continuement de et s'il est assez
petit elles ne changent pas de signe. Aucune contradiction avec I'exemple peedent de syseme
structurellement instable, puisque justement le point dequilibre n'est pas hyperbolique! (un
couple i! o de valeurs propres conjuglees de partie eelle nulle).

On pourra trouver plus de cetails dans [Kus95] et [GH83]. La cemonstration du threoeme 2
est fournie par [Arn88], celle du treoeme de Hartman-Grobman dans [Arn80]. Dans [Kus95], on
trouve une cemonstration explicite, avec la construction de I'honeomorphisme, de lequivalence
topologique entre un puit (point xe stable avec deux valeurs propres eelles regatives) et un
foyer attractif (point xe stable avec une paire de valeurs propres complexes conjuglees de
partie eelle regative).

1.3 Bifurcations de codimension 1 des points xes

Nous nous ineressons cesormais a des sysemes dynamiques cependant d'un paranetre
2 R,

x=f(x; ) (11.3)

al f est une fonction egulere dex et

On suppose que pour certaines valeurs dele syseme possde un point xex . Lorsque
I'on fait varier le parametre, on dit qu'il se produit une bifurcation quand il apparaY, dans
le voisinage du point xe, un portrait de phase non topologiquementequivalent. Cela ne peut
se produire que si les nombres, et n changent : par continuit la partie eelle d'une valeur
propre du Jacobien doit donc s'annuler lorsque varie. Une bifurcation ne peut donc se produire
qgue s'il y a perte d'hyperbolicie du point xe.

Nous nous ineresserons uniquement aux situations ai un seul paranetre eel varie. On
appellecodimensionla dimension de I'espace de paranetres. Nousetudions donc les bifurcations
de codimension 1 des points dequilibre. Il n'y a alors que deux casa envisager : soit une valeur
propre eelle s'annule, soit la partie eelle d'une paire de valeurs propres complexes conjuglees
s'annule.

Reprenons rapidement le cas de l'oscillateur de van der Pol (1.1). Les deux portraits de
phases de la gure Il.1 sont clairement nonequivalents au sens topologique, puisqu'il n‘existe
pas de bijection entre un point (le point xe attractif) et une courbe (le cycle limite). Il se
produit donc une bifurcation de codimension 1 lorsque le paranetre eel s'annule. Nous la
caraceriserons en n de chapitre.



[1.3.1 Valeur propre eelle non cgreee.
Dans ce cas, le syseme (11.3) se eduita
x=V(X, ) w x2R; 2R; V:R?’! R egulere: (11.4)

Il est toujours possible de choisir l'origine des de telle sorte que0 soit le point dequilibre, et
l'origine des paramnetres de telle sorte que la bifurcation intervienne pour = 0. Sans perte de
cereralie, on a donc les deux conditions suppkementaires

V(0;0) = 0 (existence du point dequilibre)
.
%\ﬁo; 0) = 0 (annulation de la valeur propre du Jacobien pour =0) (11-5)
Dans ce cas, pes du point dequilibreet pes?® du point de bifurcation =0, on peutecrire
2 3
X_:@V @V X+@V x+@;\£ — @V X+::: (11.6)
@ . @>°< @x@,, @? ., 2" @z,

Cas grerique

Gereriquement, c'esta-dire sans hypottese suppementaire, les cerivees@V=@,, et @v= @%g
sont non nulles. Comme il est possible de choiilechelle de temps et lechelle des< les termes
dominants du ceveloppement (11.6) se ranmenenta lequation suivante,

X = x2: (11.7)

Cetteequation est uneforme normale nous y revenons section 11.3.2 et dans I'appendice B.

Nous allons traiter le caq+ ;+), qui he pesente aucune dier%nce de principe avec les trois
autres (voir Fig. 11.3) : x = + x2. Les points xes sontx = , qui existe pour < O.
Pour regarder leur stabilie, on pose

p

x=x+ (1), GO D= = @ ):
Le point xe +P— est donc instable, tandis que P— est stable.

X X

H,+1 H,- L
n n

X X

H ,+L H,- L

n n

Figure 11.3 { Bifurcation noeud-col . Les quatre cas de la forme normale (I1.7).

1. Il s'agit donc ici d'uneetude plocale des bifurcations.
2. Explicitement, on poset=1t j@V=@%=2j@V=@) et x = X J@V @%j@V=@=2. En toute
rigueur, X et t doivent étre a eces d'un tilde +dans (I1.6).




Ces informations sont regroupees dans udiagramme de bifurcationdans le plan(;x ),
gui ne doit pas etre confondu avec I'espace de phase. Par convention, une solution stable (resp.
instable) est trace en traits pleins (resp. pointiles). La Fig. 1.3 regroupe les quatre cas pos-
sibles de (11.7). Cette bifurcation est appekebifurcation noeud-col (en Anglais 'saddle-node
bifurcation®)

Cette cenomination n'est pas tes claire, si on ne pense qua un syseme unidimensionnel. Il faut

imaginer un syseme au moins bidimensionnel, avec une valeur propre restant regative lorsque

varie. La dynamique est alors compktement cependante de la valeur propre qui s'annule. La
branche stable corresponda un noeud (deux directions stables) et la branche instablea un col

- ou une selle, "saddle™ avec une direction stable et une instable.

Cette bifurcation est la seule qui soit gererique. Neanmoins, dans les applications, et surtout
dans les sysemes experimentaux il est tes fequent d'avoir des conditions suppementaires qui
conduisenta des diagrammes dierents. Nous allons donc regarder ce qui se passe lorsqu'un
point xe persiste sur tout un domaine de variation du paranetre, puis lorsqu'il existe une
synetrie de parie X ! X.

Persistance d'unequilibre

Tes souvent, unequilibre persiste sur toute une plage de valeurs du paranetre. Il existe donc
une fonctionX ( ) telle queX (0) =0, et V(X ( ); ) =0 sur tout un intervalle | [ infs supl-
On peut alors posex(t) = X ( )+x(t). Dans la nouvelle variable((t),ona(8 21 )V(0; )=
0, ce qui permet de ceduire(@V=@")eq = 0. En reportant ce esultat dans (11.6), et au prix
d'un changement dechelle surx et t, on obtient

x = X( X); (11.8)

al les tildes ontek enlewes pour aleger les notations.

Ici aussi les quatre cas sontequivalents, et nous ne traiterons que le ¢as +) . Les points
dequilibre sont x =0, stable si 0, qui persiste pour tout conformementa nos hypotheses
de cepart, etx = , Stable si 0. Letude de stabilie ne pesente aucune di cule, et nous
obtenons le diagramme correspondanta l&ifurcation transcritique, aussi appekebifurcation
avecechange de stabilie

e H,+L

Figure 1.4 { Bifurcation transcritique . Cas(+;+) de la forme normale (11.8).

Synetrie de parie X! X.

Nous consicerons maintenant unequilibre persistant, dans un syseme avec une synetrie
de parie : V( x; )= V(X; ). Les cerivees paires @V=@% sont alors toutes nulles. Les
termes dominants de (I1.6), apes changements dechelles, sont

X = X X2 - (1.9)



Les quatre possibilies de signes ne sont pasequivalentes. Nous allons commencer par les
signes(+; ), x = x( x?). Les points xes sontx =0, stable lorsque < 0, etx = -
En posantx = ~+ (t),ontrouve = 2 .Lesdeuxpoints xes sont donc stables lorsqu'ils
existent, c'esta-dire pour > 0. Le diagramme de bifurcation est alors Fig. II.5.

Figure 11.5 { Bifurcation fourche surcritique . Cas(+; ) de la forme normale (11.9).

Le diagramme lui méme pesente la synetrie de pariex ! X. Le nom debifurcation
fourche (en Anglais, 'pitchfork”) estevident graphiguement. Elle est icisurcritique (en Anglais,
supercritical) car la solution bifurgqlee ~ est stable lorsqu'elle apparat pour 0, donc
apes le point de bifurcation. Par analogie avec les transitions de phases, un point de bifurcation
est appek point critique. Cette analogie est bien plus profonde et bien plus riche que cette seule
terminologie, et on pourra consulter I'appendice A.

Un exemple sera vu en TD, celui d'un point materiel mobile sur un cerceau circulaire
tournanta vitesse angulaire constante autour de son dianetre vertical. Vous mettrez enevidence
une bifurcation fourche surcritique. Vous montrerez aussi que si I'on prend un axeecare d'une
petite distanceh du dianetre vertical, le diagramme de bifurcation est modie et devient celui
pesent Fig. 11.6. Que s'est-il passe ? La forme normale (11.9) n'est pas structurellement stable,
et une petite modi cation du syseme dynamique nous fait retrouver le cas gererique, celui de la
bifurcation noeud-col! (plus unequilibre persistant qui ne bifurque pas car il reste hyperbolique)

Figure 11.6 { Bifurcation fourche imparfaite

Passons au CSQ ;+), x = x( + x?). Rien ne change poux = 0, mais les autres points
Xes sont X = ~, dont on montre facilement qu'il sont instables lorsqu'ils existent, pour
< 0. Le point xe x =0 semble se cestabiliser pour> 0 sans qu'un autre point dequilibre

apparaisse. La situation physigue n'est correctement cecrite que si I'on prend le terme suivant

dans le ceveloppement (11.6). Nous nous plecons dans le cas al celui-ci donne lieua une solution

stable : on dit que la non lirearie sature l'instabilie. Si ce nétait pas le cas [le coe cient g

n'‘est pasa notre discetion, il est »>e par lequation de cepart (11.4)] il faudrait consicerer le

terme suivant du ceveloppement. Supposons donc que la bifurcation est decrite par

X=x +x> gxt; g>o0: (11.10)



Les points xes non nuls sont

P! 1=
_ 1 1+4¢g ]
X = 2—g : (1.112)

Pouretudier leur stabilie, on pose x = x + (t), et on trouve

2P

=2x% 1 2g9x? =( %% 1+4q9):

Les points xesx,, etx . sontstablesx, etx sontinstables. Le diagramme estrepesene
Fig. 1.7, avec une tangente verticale en = 1=(4g). Cette bifurcation fourche est appeke
souscritique car la solution bifurgqLee stable existe sous le point de bifurcation = 0.

«

—

-
-
/_\
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Figure 11.7 { Bifurcation fourche souscritique . Cas (+;+) de la forme normale (11.10).

La nature souscritique ou surcritique d'une bifurcation a une signature exgerimentale claire.
Imaginons que, dans un certain dispositif, on fasse varier lenteméné paranetre . On mesure
la position dequilibre x ; la bifurcation a lieu pour une valeur . du paranetre. Il est inutile
sauf exception de tester explicitement sa stabilie, les irevitables imperfections experimentales
apportant en permanence de petites perturbations(t), qui s'atenuent ou s'ampli ent selon
gue le point xe est stable ou pas.

Si la bifurcation est surcritique, la position dequilipre x = 0 se destabilise lorsque c
au pro t d'une des deux solutions proportionnellesa = ¢ (avec une probabilie 1=2 si le
dispositif est parfaitement egk) de facon continue, puisque la solution bifurqlee varie comme
la racine de lecart au seuil. En outre, cetteevolution esteversible : chacune des deux branches
stables du diagramme de la gure 1.5 peut étre parcourue dans les deux sens, selon que l'on
travaillea  croissant ou cecroissant.

Si la bifurcation est souscritique, lorsqu'on atteint = ., en faisant crotre , le point
X =0 se ckstabilise au prot d'une des deux branches stables qui a une amplitude nie

1=P g. La transition est donc discontinue Imaginons maintenant que I'on fasse decro'tre
alors qu'on est sur une des deux branches bifurqwees (donc pour ). Lorsque .
il faudrait une perturbation d'amplitude nie (et non in niesimale) pour faire "sauter” le
syseme sur l'autreequilibre stablex = 0. On reste donc sur la branche bifurglee tant qu'elle
existe, c'esta-dire jusqua ¢ = 1=(49g), pointa partir duquel on fait un deuxeme saut
discontinu d'amplitude 1:p 2g. On cecrit ainsi un cycle d'hyseresis (voir Fig. 11.8) qui montre
gue levolution du syseme estireversible.

3. Lentement se comprend par rapporta uneechelle de temps caraceristique. Ici, c'est le temps
de relaxation d'une perturbation, dont les analyses de stabilie montrent qu'il est en 1=( o). Il est
donc di cile en pratique de varier lentement  au voisinage du point de bifurcation = .



—_—

Figure 11.8 { Cycle d'hyseresis (en bleu) cecrit lorsqu'on fait crotre puis cecro'tre (voir le sens des
eches) lentement le paranetre , pour une bifurcation fourche souscritique. Si le dispositif exgeri-
mental est parfaitement egk, la probabilie de bifurquer sur la branche du bas est la méme.

[1.3.2 Paire de valeurs propres complexes conjuguees.

Il nous restea voir le cas ai une paire de valeurs propres complexes conjuglees voit sa partie
eelle s'annuler au point de bifurcation. Le syseme est recessairement bidimensionnel,
(

x = HLxy; ) 2

— al (x5y)2R5 2R; .12

y = fy(xy; ) 0y (112)
avecf,(0;0;0) =0 et f,(0;0;0) = 0, et comme valeurs propres i! pour =0. Il est possible
de passer de deux variables eelles a une seule variable complexepuis de developper au
voisinage du point de bifurcation en puissances deet son complexe conjugue. Il est moins
trivial de montrer qua l'ordre le plus bas seul un terme d'ordre 3 doit &tre garce, pour obtenir
la forme normale de la bifurcation d’Andronov-Hopf

z=( +il)z (g +ig)z°z: (11.13)

On trouvera des indications dans l'appendice B, et un calcul explicite au Chapitre IV. Ici le
paranetre de bifurcation est , et I'analyse estlocalg valable pourj j 1.
Pouretudier (11.13), il est pratique decrire z(t) (t)exp[i (t)], au le module et la phase
du nombre complexez sont des fonctions eelles du temps. Sparant partie eelle et partie

imaginaire, on obtient le syseme suivant :
(

— 2
- ( ! géi ) (11.14)
La phase n'a pas de dynamique incependante de celle de q
Regardons pour commencer le cgs > 0. Les points xessont =0et = =g, ( est
un module, seule la SOHJtiOﬂ positive esta prendre en compte). La solution = 0 est irastable
si > 0.Sionpose = =g,+ (t),ontrouve = 2 ,ce qui montre que la solution =g,
est stable lorsqu'elle existe, c'esta-dire lorsque> 0. La solution compkte est
g q s " b o#
= :gl’ gli

- e g ) z(t) g—expi ! t pour > O (11.15)

o : O
Cette fonction periodique est repesente dans I'espace de phase par un cycle limite. hdurca-
tion de Andronov-Hopf corresponda la cestabilisation d'un point xe z =0 au pro td'un cycle
limite stable. Lorsqueg, > O, il s'agit d'une bifurcation de Hopf surcritique.Expgerimentalement,
lorsque le point xe se cestabilise des oscillations spontarees apparaissent, dont I'amplitude
croie continbement en fonction de . Le module des oscillations est repesene en Fig. 11.9, et
le diagramme de bifurcation dans I'espacg; x;y ) est repesene en Fig. 11.10.



Figure 11.9 { Bifurcation de Andronov-Hopf surcritique . Module de I'amplitude des oscilla-
tions, solution de (11.14).

Cette bifurcation est obseree pour l'oscillateur de van der Pol. Nous calculerons explicite-
ment la forme normale [c'esta-dire les coe cientsg, et g de (11.13)] au Chapitre IV.

Figure 11.10 { Bifurcation de Andronov-Hopf surcritique . Diagramme de la bifurcation decrite
par la forme normale (I11.13).

q
Lorsqueg: < 0, la solution = =g, est instable lorsqu'elle existe, soit pour < O.
Il est donc recessaire, comme dans le cas de la bifurcation fourche souscritique, de retenir les
termes suivants du ceveloppement. Lequation (11.13) est donc remplaee par

z=( +i)z+(jgj ig)z°z (h +ih))Z°Z% (11.16)
al on supposeh, > 0. Lequation pour le module (t) est alors

= +jgj? h *; (1.17)

dont les points xes sont
0
=0; =+ @

1=2

T
gl g+ah.
2h, !

ce qui donne le diagramme suivant, identiquea celui de la Fig. I1.7 sauf que dans le cas pesent
seule la solution 0 a un sens.

Decrivons le comportement obsene lors d'une exgerience al un syseme pesente une bi-
furcation de Hopf lorsqu'un paranetre exgerimental varie, pour = . Imaginons que l'on
augmente a partir d'une valeur inerieurea .. Si la bifurcation est surcritique,a partir de . il
apparat des oscillations spontarees d'amplitude proportionnellesg—c, et cetteevolution
est eversible : si on diminue I'amplitude des oscillations decro’t pour disparaitreaq c

Si la bifurcation est souscritique, il apparata . des oscillations d'amplitude nie jgj=h;.
Si on fait cecrotre , il y a toujours des oscillationsa = , qui ng disparaissent que pour

¢ g?=(4h,). Leur amplitude cecrot brusquement de la valeur jgj=(2h;) jusqua 0, le
syseme convergeant vers le point xe =0.



Figure [1.11 { Bifurcation de Andronov-Hopf souscritique . Module de I'amplitude des oscil-
lations, solution de (11.17).

Il est instructif de tracer dans les dierents cas levolution du portrait de phase avec .
Posantz = x + iy, on convertit le syseme (11.17) en
(
x = x ly (x2+y)(gx gy) (E+y)A(hx hy) (11.18)
y = X +y (CHy)gx+ gy (x2+y?)*(hix+hy) '

On garde les termes d'ordré méme dans le cas surcritique ai ils ne modi ent pas qualitative-
ment la dynamique. On choisit (arbitrairement)! =1, g =0, h, =1 et h; = 0. Les esultats
pour le cas surcritique sont donres Fig. 11.12, et dans le cas souscritique Fig. [1.13.
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Figure 11.12 { Bifurcation de Andronov-Hopf surcritique . Le paranetre g- =+1, cro'tde
haut en bas. On repesentea gauchex(t) eta droite le portrait de phase apes inegration nunerique
de (11.18). En haut = 0.1, le point xe x =0 est stable. Dessous = +0 :01. En rouge on trace
P 1=
le cycle limite de rayon W 0:1 avec nos paranetres. La dynamique est tes lente
(par rapporta la periode propre d'oscillations, peu dierente de 2 ). En bas = +0 :1. Le rayon du
cycle limite vauta peu pes 0.3, Iapdynamique est bien plus rapide. L'amplitude des oscillations est
continue en =0, et crot comme ™
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Figure 11.13 { Bifurcation de Andronov-Hopf souscritique . Le paranetre g = 1, crotde
haut en bas de la gure. On repesentea gauchex(t) eta droite le portrait de phase apes inegration
nunerique de (11.18). En haut = 0:3 < g@?=(4h,), le point xe x = 0 est stable. Dessous

g?=(4h;) < = 01 Il y a deux cycles limites, I'un instable de rayon HUi vaut 0.34 avec nos
paranetres, l'autre stable . de rayon 0.99. Une condition initiale (0:3;0:3)= 2 esta l'inerieur du
cycle instabl& et converge vers le point xe stablex =0 @ gauche, courbe rose). Une condition initiale
(0:35;0:35)= 2 esta l'extrieur du cycle instable et converge vers le cycle limite stef,)Le + @ gauche,
oscillations en bleu). Ensuite = +0 :01, avec comme condition initiale (0:01; 0:01)= 2. Le point xe
est instable, et les oscillations acquerent I'amplitude nie 1 avec notre choix de pararnetre.
Notez bien le temps tes long (par rapporta la periode I[propre) detablissement des oscillations. En
bas =+0 :1, avec comme condition initiale(0:01; 0:01)= 2. Les oscillations acquéerent une amplitude
nie peu dierente de la pe@dente, mais bien plus rapidement.



A{Analogies avec les transitions de phase.

Il existe une analogie tes forte entre la theorie des bifurcations et la theorie de Landau
des transitions de phase du second ordre, dont un exemple classique est la transition para-
ferromagretique. A basse temgerature le maeriau pesente une aimantation moyenne spontaree
M 6 0. Au dessus de la temperature critiquel, I'aimantation s'annule en I'absence de champ
magretique exerieur.

FHAL M

/N T

N |

Figure 11.14 { (gauche) En bleu (resp. en rouge), energie libre de Landau au dessus (resp. au
dessous) de la temperature critique T¢, en fonction de l'aimantation M. (droite) Solution stable au
sens thermodynamique pour I'aimantation en fonction de la temgerature, dans la tteorie de Landau.

A comparera la gure II.5.

Dans le mocele de Landau, lenergie libre du milieu magretique estecrite (dans les '‘bonnes”
unies!)
_ 1T Tc 1

F= M2+ >M*:
2 Tc¢ 4
L'aimantation M minimise cetteenergie libre, ce qui conduit aux solutions
S
@F Tce T
—=0; M=0;M =
@M Tc

Si on repesenteF (M), on voit queM =0 est le minimum (resp. le maximum) en dessus (resp.
en dessous) d&c. La valeur de I'aimantation en fonction de la temperature est alors touta fait
similaire a celle d'une position dequilibre en fonction de lecart au seuil de bifurcation (voir
Fig. 11.14). Ainsi le paranetre est analoguea la temgerature eduite (T T¢)=Tc, la position
dequilibre x est analogue au paranetre d'ordre de la transition qui est ici I'aimantation.

B{Forme normale de la bifurcation de Hopf.

Consicerons un syseme dynamique eela deux dimensions,
1 1 ]

! ! !

X _ awb X f(x;y)

= + ’

y cd vy a(x;y)
al les valeurs propres de la matriceéd sont complexes conjuglees , et de partie eelle nulle
au point de bifurcation. Soitq 2 C? le vecteur propre complexe assocea, etp 2 C? le vecteur
propre de la transposeAT assocea . Tout vecteur V = (X;y) peut &tre repesent selon des
variables complexeg;z selon la formule

V =zq9+ZT;

pour
z=hp;Vi



a h;:i est le produit scalaire surC?. Ceci vient de la theorie de la diagonalisation.
Sil'on ceveloppe les termes non lireaire$ (x;y) et g(x;y) jusqua l'ordre 3, et qu'on exprime
X ety en fonction dez et z, on arrive donca uneequation du type

2= 0 2+ az®+ azZ+ agZ? + b2 + 0%z + byzZ? + P + 1

Le esultat remarquable est qu'il est possible, par des changements de variable proches de
l'identie, deliminer tous les termes non lireairesa I'exception du terme enz?z. Plus pecisment
on pose
Z = wW+ 1W2 + LSWW+ 3W2
W = z 172  ,zz  37°+ 0O(jzj®)
Vous pouvez calculer les; permettant deliminer les termes quadratiques du ceveloppement.

Attention : ce premier changement de variable modi e leg !
Ensuite, on fait un nouveau changement de variable,

w Z+ 1Z3+ 22274' 3222"' 423

Z = w 1W3 2W2W '\D,WVV2 4W3 + O(J Zj4)

On simpli e alors le ceveloppement en

: - Qjasj?  aa;  jayj?
Z =i Z+@ZZZ, @:bz_i_ él3j i2 l+Ji21:

Vous trouverez les cetails de ce calcul dans [Kus95], et une expression de la forme normale
dans les variablegx;y) dans [GH83].






Bibliographie

[Arn80] V. Arnold. Chapitres suppkmentaires de la theorie desequations dierentielles ordi-
naires. Mir, 1980.

[Arn88] V. Arnold. Equations dierentielles ordinaires. Mir, 1988.

[GH83] J. Guckenheimer and P. HolmesNonlinear oscillations, dynamical systems, and bi-
furcations of vector elds Springer-Verlag, 1983.

[Kus95] Y.A. Kusnetsov. Elements of applied bifurcation theorySpringer-Verlag, 1995.

33






Chapitre Il

Au deh des oscillations periodiques...

[11.1 Section de Poincae.

[11.1.1 Application de premier retour

Nous avons vu au chapitre peedent comment une position dequilibre pouvait se cestabili-
ser au pro t d'un egime d'oscillations, par une bifurcation de Hopf. Les trajectoires convergent
alors dans I'espace de phase vers un cycle limite. La question qui surgit naturellement est celle
de levolution de ce cycle limite quand on continuea faire varier les paranetres. C'est un pro-
beme bien plus dicile a priori que celui de levolution d'un point xe, car un cycle limite
occupe toute une egion de l'espace de phase et semble reqlerir une approche globale. Une
methode duea Poincae permet de ramener ce probemea une analyse bien plus simple. Elle
consistea ¢k nir un plan !, appek section de Poincag dont on requiert qu'il intersecte le cycle
limite transversalement(qu'il ne soit pas tangent), comme sur la Fig. I11.1.

/ W
/
P

Figure 1l11.1 { Intersection transversale entre un cycle limite (en rouge) et un plan de Poincae dans
un espace de phase tridimensionnel.

Le plan() coupe le cycle limite en un poinP. Si T est la periode d'oscillation du syseme,
une trajectoire dont la condition initiale est sur le cycle limite passe eR a des instants tg,
to+ T, to+ 2T, etc... Prenons comme condition initiale un pointM, voisin deP. Comme les
solutions d'un syseme dynamique cependent de facon continue des conditions initiales, apes

1. Pour avoir uneevolution ineressante d'un cycle limite, il faut que I'espace de phase soit au moins
de dimension 3. Le cycle limite est alors contenu dans une surface (pas recessairement plane) et la
section de Poincae est un plan. Dans le cas reral I'espace de phase eRf', le cycle limite une courbe
de dimension 1, et la section de Poincae un hyperplan de dimension 1.
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un temps proche deT la trajectoire coupe le plan() (gracea la condition de transversalie)
en un point M, voisin deP (par continuie). On construit ainsi l'application de premier retour
( :) telle que :

O " 0
My 1 Ma= (M) (I11.1)

Pendant un temps ni (et d'autant plus long que le pointM; auraet choisi plus proche deP),
il existera dans le plan() une suite de pointsM,;; = ( M;). Le point P lui méme est par
construction un point xe de : P = ( P). Sila suite M, converge vers (resp. diverge de)
P le point est stable (resp. instable). Discuter la stabilie de I'application de premier retour en
son point xe P revienta discuter celle du cycle limite lui m&me. Uneetude portant a priori
sur levolution globaled'une courbe fermee est ainsi eduitea letude locale des points xes des
applications du plan dans lui méme.

Notons P (x?;x9) les coordonrees dé® dans() , et prenons un pointM (x§ + 1;x3+ )
avecj ij 1, dansle plan() et tes proche deP. Alors

0 @, @ 1
@x , @x, !
M, (My)=( P)+ ! P+[Jr()] (1.2)
@x, @x,

al [Jp()] estla matrice Jacobienne de calcuke au point P. On trouve alors facilement
M,=P+[Jp()] ": (1n.3)

Si toutes les valeurs propres diJp ()] sont de module inkrieura 1, le point P est un point

xe stable de et le cycle limite est stable. Si une des valeurs propres a un module strictement
sugerieura 1, P est un point xe instable et le cycle limite est instable. Unebifurcation est
donc possible lorsqu'une des valeurs propres traverse le cercle uhitlous allonsetudier trois
cas, le cas gererique et les deursonances fortes = 1 (voir Fig. 111.2).

y

x

Figure 111.2 { Valeur propre traversant le cercle unie : Resonances fortes = 1, cas gererique
=e' pour 6p, 6p=3et 6p=4pourp2Z.

[11.1.2 Forme normale de la bifurcation

Prenons l'origine de() en P, et passons en coordonrees complexes dans le plan. La e-
gularie du syseme dynamique sous-jacent implique celle de l'application , que l'on peut

2. Dans les sysemes dynamiques continus, lequivalentetait la perte d'hyperbaolicie d'un point xe,
soit I'annulation de la partie eelle d'une valeur propre.



ctevelopper au voisinage dd®, c'esta-dire au voisinage de l'originejgj 1) :
0 1
X X -
Znin= Znt+t @ am ZM 1Z,' A (111.4)

m 2 0 ) m

avec par hypotlesej j = 1.

La recherche de la forme normale assoceea une valeur propre&onsistea voir quels termes
de ce ceveloppement peuvent étreelimires par un changement de variabpgoche de l'identie.
Le principe du calcul est de proeder ordre par ordre, en commercant donc par les termes
guadratiques. Exprimons les anciennes coordonrees en fonction des nouvelles :

X .
Z=1z+ cyz- 12 (111.5)
0j 2

En injectant cette expression dans (111.4) (limie aux termes du deuxeme ordre), et en regli-
geant sysematiquement tous les termes d'ordre superieura 2, on trouve
X 2 | i
Zn+1 = Zna t Coj Zn+1Zn+a
0j 2
X 2 j52 jTg i 3
Zns + G "'z "2+ O jzy
0j 2
0 ) 1
X 2 joi X m joi i 3
@z, + Cyzf A+ azy 12+ O jzpj
0j 2 0j 2

a dans la dernere ligne on a utilie (111.4) expriree dans la variable z,. On en deduit

X h o i

Zny1 = Zp t 2.7 Cy + Ay Zrz] ijn + 0 jan3 : (111.6)

0j 2
Si et seulement sie coe cient devant les ¢, est non nul, il est possible deliminer le terme

guadratique par le choix a
_ 2 .
Les cas probematiques apparaissent pour les termps 0 etj = 1, qui ne peuvent étreelimires
si =1. Cecas de esonance fortesera traiea part (voir section I11.2.2). Pour j = 2, il peut

y avoir un probeme si = % soit 3=1.Lecasa estune racine cubique de l'unie est un
autre cas de esonance forte qui ne sera pas discue.

Une fois les termes quadratiqueselimires, on eitre le proeda l'ordre suivant. On fait un
nouveau changement de variables

X .
zZ=w+ cgw W (111.7)
0j 3

Lequation (111.6) se trouve remplaece par

X h
Whtt = W+
0j 3

PR i H H - -
I g+ a) wilw + O jwyjt (111.8)

Remarque importante !
Le coe cient agj n'est pas identiqueaag du ceveloppement initial (111.4). Le calcul que nous
venons de faire ne donne pas la valeur du coe ciefat dans la forme normale (111.9), mais juste



la nature du terme qui reste. Si on veut faire compktement le calcul, il faut lorsqu'on fait le
changement de variablea I'ordre 2 calculer les termes d'ordre 3 congecutifsa ce changement de
variable. Les coe cients initiaux ag sont changes en des coe cientsagj qui cependent de et

des coe cients ay . Nous ne donnerons pas leur expression dont nous n‘aurons pas besoin. Le
calcul complet est donre dans [1].

Pour j = 0, on peut avoir un probeme si 2 =1 soit = 1 (outre = 1), nouveau
cas de esonance forte qui sera traie ulerieurement (voir section 111.2.3). La m&me esonance
appara pourj = 2, et pourj = 3 on peut avoir un probeme si est une racine quatreme
de l'unie, cas que nous nétudierons pas. Le cas nouveau est pour 1. En e et le coe cient
de c3; est 2~ = 0 car par hypotresej j = 1! Il n'est donc pas possible deliminer le
terme correspondant, et en ne gardant que le terme nonlireaire dominant on aboutita la forme
normale

Wit = W, + aWWy; (111.9)

qui constitue le cas gererique de la bifurcation des cycles limites.

[11.2 Bifurcations des cycles limites

[11.2.1 Bifurcation de Hopf secondaire

Nous allons commencer par le cas ereral6 1, 361 et 46 1. Nous nous placons au
voisinage du point xe, et au voisinage du point de bifurcation, = (1+ )€ avec eel tel
quej j 1. Le parametre de la bifurcation est donc . Il est commode de posea= deé avec
d = d, + id;. Lequation (I11.9) sécrit donc (en reprenant la variable z)

Zoi1 = €z, 1+ + djzaj? (111.10)

En posantz = e' , on trouve pour le module lequation

20 ,, 4z,
1+ " @+ )2 n

nt1 = n 1+ +d§:n(1+)1+

ntt = n 1+ +drﬁ +0 ﬁ (11.11)

Par ailleurs, la seule correction possible provenant du terme €jz,j?, la phase \eri e

1= nt +0 7 (11.12)
. . q
Pour le module, les points xes sont = 0, stable si 0 et = =d . Supposons
d. < 0; la solution existe pour 0. Levolution d'une petite perturbation ,= + , avec
j n] 1lestdonree par (ll1l.11),
+ a1 = ( + ) 1+ +d 2"'Zdr n
= 1+ +d %+ , 1+ +3d ?

n+1=(1 2)n

gui montre que la solution bifurquee est stable lorsque> 0. Le casd, < 0 corresponda la
bifurcation surcritique ; nous ne referons pas les calculs dans le cas souscritique.



Le point xe de () bifurque vers un cycle limite de rayon dans() , il s'agit donc d'une
bifurcation de Hopf secondaireaussi appekebifurcation de Neimark-SackerDans le plan() ,
la repesentation graphique des, est illustee par la Fig. I11.3.

Le cercle dans le plan() est l'intersection de ce plan avec l'attracteur du syseme dy-
namique. Les trajectoires sont donc sur utore T2. Lorsque =(2 ) est irrationnel, %Iles sont
denses sur le tore, et les points d'intersection av¢¢ denses dans le cercle de rayon= jd,j.
Lorsque =(2 ) = p=ga p et g sont entiers, l'attracteur est une trajectoire fernee sur le tore,
avecp tours le long du cercle limite initial etq tours e ecties dans la direction transverse. Ex-
perimentalement, un cycle limite corresponda un mouvement oscillanta une fequence,, et la
rotation autour du torea I'apparition d'une autre fequence f,. Un spectre en fequence peut
donc contenir des picsa ces fequences, et toutes leurs combinaisons lireaires. Nous verrons une
illustration expgerimentale au x 111.3.3.

Figure [11.3{ Bifurcation d'un cycle limite vers un tore. Repesentation des iees successifs de
la fonction (111.10), pour d = 1. Le point initial est akatoire, la calcul utilise la fonction Mathematica
Nest[f,x,n] . De gauchea droite et de haut en bas : = 0:1, le point xe est stable; = +0:1,

= 2 est incommensurable ave@ , le point xe est instable et les points M,, se epartissent de
facon dense sur le cercle limite dg) ; = O0:let =2 =7, le point xe est stable et la periodicie
bien visible; =+0:1et =2 =7, le point xe est instable et les points se epartissent sur le cycle
limite avec la pgeriodicie 7, qui ne correspond pasa une esonance forte.

[11.2.2 Resonance forte. Valeur propre =1

Dans cette section et la suivante, la valeur propre est eelle et il est tes maladroit de calculer
les formes normales en variables complexes. Je ne refais pas les calculs, ils sont parfaitement
clairs et explicites (et sans grande di cule) dans [1].

Lorsque =1, la forme normale fait intervenir une seule variable eelle et secrit ([1k 4.3)

Xni1 =+ Xn X2 (111.13)
Les calculs sont les mémes que pourg la bifurcation noeud-col des sysemes continus. Avec le
signe *+", les points xes sontX = - .EnposantX, =X + ,, on trouve
q_—



Figure 111.4 { Trajectoire dans I'espace de phase sur un tord@?. Les deux fequences de rotation
sont dans un rapport irrationnel, donc la section de Poincae (en rouge) est une courbe fernee.

montrant que +P— estinstable et P~ est stable. Pour 0 il existe dans I'espace de
phase deux cycles limites, dont l'un est instable, qui se confondent lorsque 0.

[11.2.3 Bifurcation de doublement de riode. = 1
Pour = 1, laforme normale est ([1k 4.5)
Xns1 = F(Xn) 1+ )X, X2 (111.14)

Cette bifurcation corresponda un senario de transition vers le chaos (vok 111.3.4), et sera
vue en cktail en TP3,
Supposons que le signe soit ™+" dans (I11.14). Il y a un point xeevidentx =0, stable si
0 et instable sinon. Par contre, il n'y a aucun autre point xe au voisinage de l'origine.
Lorsque > O, les iees alternent entre les deux coes de l'origine. Pour savoir si on s'en
approche ou si I'on s'eneloigne, il fautetudier le second iee d'un point, X+, = f (f (X))
f f(Xn).

fof(X) = @+ ) @+ X+XT+[ 1+ )X+ XP
= (1+ )X (1+ )2+2 + X3+ 0O(X?)
Figure 111.5{ Trae de f f avec la premere bissectrice. Leurs intersections c nissent les points
xes. De gauchea droite = 0:25, 0 et +0:25.
La f%nctionf f admet alors deux points xes,X = 0 qui est instable pour > O, et
X = ~ + O( ). Une perturbation ,evolue selon
X+ = I+ (X + ) (1+ )2+2 + (X P+ X 2y)

n+l1 = (1 3 2) ns

gui montre que I'on a un point xe stable def f dont le trae Fig. I11.5 illustre graphiquement
ce esultat. Il est facile de tracer les iees successifs par la fonctiof, en utilisant les deux
bissectrices ( Fig. I11.6). Il apparat un cycle de eriode 2.



Figure 111.6 { Iees successifs def (x) pour, de gauchea droite, = 0:25, 0 et +0:25. La conver-
gence est tes lente (algebrique et non exponentielle) pour =0 ; un cycle de periode 2 apparat apes
la bifurcation.

Dans la section de PoincaF ) , les abcisses des points d'intersection entre la section et la
trajectoire dans I'espace de phase sont de signe alternativement positif et regatif. Comme deux
trajectoires ne peuvent pas se croiser dans I'espace de phase, du fait du treoeme d'unicig, il
est impossible que le cycle limite appartiennea une surface orientable. Il doit recessairement
s'inscrire dans une surface pesentant une torsion, c'esta-dire uriande de Moebiu§ Fig. 111.7.

Elle ne peut exister qu'en dimension 3, qui est donc la dimension minimale de I'espace de phase
recessairea l'apparition du chaos (voirx I11.3.4). La trajectoire s'enroule autour au cycle limite
(avant bifurcation) d'un tour dans le temps mis pour parcourir deux fois le cycle : il s'agit d'une
esonancea fequence moite.

Figure 111.7 { Bifurcation sous-harmonique d'un cycle limite. Apes bifurcation, le cycle limite de
periode double est contenu dans une surface avec torsion, telle qu'une bande de Moebius.

[11.2.4 Un premier bilan...

Si I'on connat a priori l'expression du syseme dynamique, il est tes peu probable qu'il
existe une expression analytique de l'application de premier retour (le probeme est, en gros,
aussi di cile que linegration du syseme dynamique lui-m&me). Cependant, nous avons pu
donner la liste compekte desevolutions possibles d'un cycle limite, simplement en introduisant
cette notion d'application de premier retour :

{ Bifurcation de Neimark-Sacker, oscillations pseudo-geriodique.

{ Resonance forte =1, collapse de deux cycles limites (un stable, un instable).

3. En TP, vousetudierez l'application logistique X,+1 = 4rX (1 Xp). Un calcul simple permet
deliminer le terme quadratique, et d'aboutira la forme normale (I11.14).

4. Pour construire cette surface, prenez une longue bande de papier et collez les deux extemies.
Si vous ne tordez pas la bande, vous obtenez un cylindre, surface orientable avec un inerieur et un
exerieur. Avec une torsion d'un demi-tour autour de l'axe de la bande, vous obtenez une bande de
Moebius qui n'a pas d'inerieur.



{ Resonance forte = 1, doublement de periode.
{ Resonances fortes 3=1 et “=1 (voir [2)])
et c'est tout!

[11.3 Senarios de transition vers le chaos

[11.3.1 Chaos ceterministe
Notion d'attracteuretrange.

Cette notion concerne lesysemes dynamiques dissipatifsCes sysemes \eri ent

ay.  OX X of .
(x2 R"); at f(x) avec - @?((x) <0 (111.15)
Comme exemples on peut citer les sysemes dynamiques ties de probemes hydrodynamiques,
de probkemes de circuitselectriques, decrivant la ciretique de eactions chimiques, ou la dyna-
mique de populations en Biologie. Les probemes Hamiltoniens sont, par contre, exclus de ce
cadre puisque ils conservent les volumes dans l'espace des phases.
Au syseme dynamique on associe urot dans l'espace de phase, soit I'application

R" R ! R"

(Xp;t) ! (Xo;t) solution de (111.15) avec x(t =0) = Xg: (111.16)

Supposons qu'il existe un volume/ R" de l'espace de phase tel que, & 2 V alors
(Xo;t) 2 V pour tout tempst > 0. Du fait de la dissipation, I'application eduit les volumes,
etpourt!l Il'ensembleV est eduita un ensembletllilm (V;t) = W qui est donc de volume

nul. Toute condition initiale dansV approche dondV lorsquet ! 1 . L'ensembleW est appek
un attracteur pour le ot . Il est aussiinvariant pourle ot, (W;t) = W. On ¢ nit son bassin
d'attraction comme l'ensemble des points, tels que (xo;t) approcheW lorsquet!1  (un
ot pouvant avoir plusieurs attracteurs, chacun d'entre eux avec son bassin d'attraction).

Nous avons tep vu deux exemples simples d'attracteurs : les points xes asymptotiquement
stables (de dimension O dans un espace de phase au moins de dimension 1), et les cycles limites
(de dimension 1 dans un espace de phase au moins de dimension 2), auxquels nous pouvons
ajouter le tore T2 (de dimension 2 dans un espace de phase au moins de dimension 3) vu au
x 11.2.1. Tous ces attracteurs sont bien de volume nul respectivementa I'espace de phase dans
lequel ils sont plonges.

Qu'un attracteur ait un volume nul ne signi e nullement qu'il a une longueur nulle! Par
conequent, bien que tous les points d¥ convergent dans le méme attracteuw, il peut se
trouver que des points arbitrairement proches dang se trouvent macroscopiquement distants
dans W au bout d'un temps su samment long. Cette propree est appeke sensibilie aux
conditions initiales. Un attracteur possdant cette propree (ce qui n'est de facon evidente®
pas le cas d'un point ou d'un cycle) est appek uattracteuretrange.

Il n'est pas question, dans ce cours d'introduction, d'entreprendre une etude compkte de
ces objets. Nous allons voir I'exemple de l'attracteur de Henon. Il corresponda I'application du
plan (

Xnit = Yo+l X 2 1

n? 1 —_
Yo = X de Jacobien 0 " (1.17)

5. C'est nettement moins evident pour le tore T2. Neanmoins on peut montrer que les sysemes
qguasi-geriodiques ne possdent pas la propree de sensibilie aux conditions initiales[3].



La transformation est "dissipative” (elle eduit les aires) sij j < 1. Les gures I11.8 et 111.9 sont
ealiees avec les valeurs =1:4et =0:3.

Sensibilie aux conditions initiales.

Cette propret peut etre illustee en prenant deux conditions initiales tes proches, et en
regardant comment les trajectoires correspondantes stloignent I'une de l'autre dans l'espace
de phase. L'attracteur de Henon est trae dans la Fig. 111.8. On montre aussi la position sur
I'attracteur, apes 40 ierations de I'application (I111.17), de deux points initialement prochesa
10 7 pes. Ces points se retrouvent largement spaes sur l'attracteur.

Figure 111.8 { Attracteur de Henon. L'attracteur est trae pour 1000 ierations. Les points rouges
repesentent l'iee 40 de deux conditions initiales ®paees de 10 7 (les points bleus, bien entendu
confondusa cetteechelle). On constate que ces iees sont £paes macroscopiquement.

La propree de sensibilie aux conditions initiales est celle qui, intuitivement, traduit le
mieux le caracere chaotiquede la dynamique. La signature exgerimentale la plus claire d'une
dynamique chaotique estimpedictibilie  de levolution d'un syseme par ailleurs ceterministe,
c'esta-dire dont la loi devolution est connue explicitement sous forme d'un syseme dynamique
continu ou d'une application (s'il s'agit d'uneevolution en temps discret). En gros, si un syseme
est chaotique, deux conditions initiales proches skloignent l'une de l'autre de facon exponen-
tielle; si I'on veut augmenter d'une duee t un temps de pediction able, il faut en gros
augmenter exponentiellement la pecision sur la condition initiale. Comme les limites sont assez
vite atteintes, on ne peut pedire levolution du syseme sur un temps tes grand. Penseza la
limite de 5 jours que les pevisions neteorologiques peinenta cepasser.

La Fig. 111.9 illustre le fait que l'attracteur de Henon n'est pas une courbe continue, mais
a une structure discete sous jacente. Un tel objet, de dimension internmediaire entre celle d'un
point (soit 0) et celle d'une courbe (soit 1) est appeHractal. Sa dimension peut étre ¢ nie
de la manere suivante. On recouvre |'objet avec des boules (ici, des disques) de raypau
nombre deN ( ). La dimension fractaled; de l'objet est alors

" #
logN
, =lim 129NO) (111.18)
"o log( 1)
Il est facile de voir qu'on trouve bien 0 pour un point isok et 1 pour une courbe continue.
Un exemple classique de fractal est I'ensemble triadique de Cantor : on divise lintervalle
[0; 1] en trois tiers, et on supprime celui du milieu, et ainsi de suitea I'in ni sur chaque segment



restant. On prenda la n-emeetape =1=3", etil faut N( ) = 2" intervalles de ce type pour
recouvrir I'ensemble de Cantor. On a donc

d = lim log2" log2

ni Jog3  log3 0:63

e ectivement internediaire entre la dimension du point (0) et celle de la ligne (1).
Nunreriquement, on peut montrer que la dimension fractale de l'attracteur de Henon est
1.26 (internediaire entre la ligne et la surface). Si nous repensonsa nos sysemes dynamiques
continus, une application du plan peut &tre consiccee comme une section de Poincae de
l'attracteur. Un attracteuretrange peut étre vu comme ayant une section de Poincae fractale.
Rien de ce qui peede ne le cemontre, bien sOr! Je vous renvoiea la bibliographie en n de

chapitre pour plus d'informations.

Figure [11.9 { Attracteur de Henon. La condition initiale est akatoire, on propose deux zooms
successifs (bien prendre garde aux coordonrees). La dicule est que la visualisation de zones de
plus en plus eduites de I'espace de phasé€X;Y ) necessite d'augmenter consicerablement le nombre
d'ierations de l'application. De haut en bas 10° puis 10° et enn 4 1(.



[11.3.2 Un syseme exgrimental : la convection en "petite boite"

Plutot que de discuter abstraitement du chaos, nous allonsetudier une experience de convec-
tion. Un uide simple (Newtonien) soumisa la gravie est chaue par le bas. La densie d'un
uide diminuant avec la temperature, cette situation est instable car le uide chaud a tendancea
monter (c'est le principe de la montgolere!). La Fig. I11.10 pecise la geonetrie de I'exgerience.

Figure 111.10 { A droite, couche de uide depaisseur h contenue entre deux plaques conductrices
de la chaleur aux temperatures respectiveslp+ T avec T > 0 (en bas) et Tp en haut. A gauche,
pro | de tempgerature en I'absence de convection.

Lorsque T est faible, il existe au sein du uide un prol lireaire de temperature dba
la conduction thermique. Pour comprendre le necanisme de linstabilie, imaginons qu'une
particule sprerique de rayonR soit ceplaee vers le haut par une perturbation de vitesses. Sa
temperature a tendance a segaliser avec celle du milieu environnant par di usion thermique,
sur un temps caraceristigue p  R?= @  est la diusivie thermique du uide. Pendant
ce temps, elle s'est eplace dez = v p, et acquere une dierence de temperature T par
rapport au uide environnant,

er R T

@z h~

Si  repesente la dilatation thermique du uide, la variation de densie  de la goutte par
rapport au uide environnant est

T z

R2 T
T vV ——,
0 0 h
al o est la densie du uidea T,. Etant moins dense que le uide environnant, la goutte a
tendancea monter sous l'action de la force d'ArchinedeF » , qui vaut ici
4 4 RS T
FA= =-RS3 = vV ———:
A 3 g 3 0 g h
La force antagoniste est la force de frottement visquedX,isc = 6 Rv , a1 estla viscosie
du uide. L'instabilie se produit donc lorsque
4 RS T
I:A>Fvisc :) P 09V77>6RV:
3 h
Bien s0r, ce calcul ne va pas nous donner de valeur nunerique correcte. Il montre cependant
gue les grands rayons sont plus facilement cestabilies. Si I'on prend poRrla taille maximale
accessible, soih=2, on trouve un criere faisant intervenir le nombre de Rayleigh

T Ogh3 >

Ra 72



Au dessus d'une valeur critique du nombre de Rayleigh (experimentalement, 1708 ; notre ap-
proche hyper simpliee est nuneriquement peu satisfaisante ; pour une theorie compekte voir
[4]), la solution de uide immobile conduisant la chaleur se destabilise au pro t d'un syseme de
rouleaux contrarotatifs, qui transportent la chaleur parconvection et non plus par conduction.
Cette instabilie porte le nom d'instabilie de Rayleigh-Benard.

Figure I11.11 { Instabilie de Rayleigh-Benard . Au dessus du nombre de Rayleigh critique, le
uide cesse d'etre au repos et se structure en rouleaux de convection contrarotatifs. Deux rouleaux
constituent une con guration en "petite bote".

En quoi cette situation peut-elle étre cecrite par la theorie des sysemes dynamiques? A
priori, elle reeve desequations de I'hydrodynamique qui conduita desequations aux cerivees
partielles pour les variables de temps et d'espace. Mais nous avons vu que les perturbation de
grande taille (de grande longueur d'onde, plus exactement) sont favoriges. Il est donc possible
de se placer dans un syseme con re de taille laerale du méme ordre que la hauteur de la cellule,
ce qu'on appelle une 'petite boite". Dans ce cas, il y a tes peu de rouleaux et ceux-ci subsistent
en subissant des bifurcations successives dans une large gamme de nombre de Rayleigh. Pour
une boite de longueurzh, profondeur h, on a juste deux rouleaux et on peut prendre comme
variable dynamique I'amplitude de la vitesse de rotation d'un rouleau. On obtient un sysemea
petit nombre de deges de libere qui peut etre cecrit par un syseme dynamiqué. Le parametre
de contrble est lecart de temperature T. La premere instabilie, conduisanta l'apparition
des rouleaux, est une bifurcation fourche car les deux sens de rotation sontequiprobables.

Figure 111.12 { Instabilie de Rayleigh-Benard . En petite boite, I'apparition des rouleaux est
cecrite par une bifurcation fourche.

6. Le passage de I'nydrodynamique (fonctions de et t) vers un syseme dynamique (fonctions det
seulement) n'a cependant rien de trivial. Plus pecisment, on prend des modes de Fourier du champ
de vitesse. En patrticulier, deux rouleaux ne signi e nullement deux deges de libere!



[11.3.3 Le se&nario de Ruelle, Takens et Newhouse
Le senario de Landau de transition vers la turbulence

L'apparition d'un comportement chaotique dans un syseme dynamique se traduit expe-
rimentalement par le fait que le spectre de Fourier temporel de la grandeur que I'on mesure
devient continu, sans pesenter de pics £paes. Lorsque lecoulement d'un uide est turbulent
(pensez aux volutes d'une funee, oua lecoulement d'un torrent) c'est ce que lI'on observe en
mesurant, par exemple, la vitesse du uide. Historiquement, letude des sysemes dynamiques
chaotiques avait pour but de comprendre la turbulence. Ce but n'a pasee rempli, car la tur-
bulence est un ptenonene spatio-temporel qui ne se eduit pasa un syseme dynamiquea un
nombre ni de deges de libere. Parler de turbulence dans le cadre de ce cours n‘a donc qu'une
justi cation historique'!

L'icee de Landau ( voir [5], x30), pour rendre compte de l'apparition d'un spectre temporel
continu, etait d'imaginer une suite de bifurcations de Hopf. Pensonsa la convection, syseme
exgerimental dans lequel le forcage est incependant du temps (c'est lecart de temperature T).
Dans une experience typique, on augmente tes lentement T et on mesure la vitesse du uide.

Partant du uide au repos, avec un transport de la chaleur par conduction, une premere
bifurcation fourche conduita des rouleaux contrarotatifs, de vitesse de rotation constante.
Ensuite, apes une bifurcation de Hopf, leur vitesse de rotation oscillea une certaine fequence
f1. Le syseme est nonlireaire, donc les harmoniques de, interviennent aussi. Supposons
gu'une deuxeme bifurcation de Hopf ait lieu, avec une fequencg,. Le spectre comprend alors
toutes les combinaisonsf ; + mf, avec(n;m) 2 Z2. Si on imagine une suite in nie de telles
bifurcations, le spectre en fequence s'enrichit progressivement jusqua devenir continu.

La dtcouverte de Ruelle et Takens

Dans deux articles desormais historiques [6, 7], D. Ruelle et F. Takens, puis S. Newhouse,
ont invalice l'icee de Landau. Si une premere bifurcation de Hopf conduita un cycle limite, la
seconde conduita un attracteur qui est un toreT?. Une nouvelle bifurcation conduita un tore
T3 (di cilea visualiser, puisqu'il s'agit d'un torea trois dimensions plonge dans un espace de
dimension 4). Physiquement, trois fequences non commensurabfesf , et f ; apparaissent dans
le spectre du signal. Ce qu'ont monte ces auteurs, c'est que ce tofé est structurellement
instable au prot d'un attracteur etrange. En pratique, la probabilie d'observer un tore T3
dans une experience est nulle, et la troiseme bifurcation de Hopf conduita un comportement
chaotique. Une illustration experimentale est fournie par la Fig. 111.13, tiee de [8].



Figure 111.13 { Spectre de fequence pour le transport de la chaleur dans une exgerience de convec-
tion. Le nombre de Rayleigh crot de haut en bas. La courbe du haut montref 1 et deux harmoniques
(2f 1 et 3f1). S'ensuit une bifurcation de Hopf secondaire, le spectre s'enrichissant des nombreux har-
moniquesnf ; + mf , avec(n;m) 2 Z2. Enn, le spectre devient continu.

[11.3.4 La cascade sous-harmonique

Un deuxeme s@nario, cecouvert par Feigenbaum (1978), est celui de tascade de double-
ment de periode ou cascade sous-harmoniqué&ne fois qu'un cycle limite a subi une bifurcation
de doublement, ce processus se epete en pesentant detonnantes proprees dechelle.

Exemple 1 : Dynamique de population

Vous verrez d'autres exemples en TP. Interessons nous au syseme discret de Ritker

Xns1 = X e X fr(Xa; ): (111.19)

Graphiquement, le point xe de (111.19) est cetermire par l'intersection x du graphe de
fr(X; ) avec la premere bissectrice. Le point xex = 0 cesse d'etre stable pour> 1. La
premiere bifurcation de doublement de periode a lieu quand la pented(x ; ) vaut 1, soit

= €. Onetudie alors fz fg, et comme le montre le graphe en bas droite de la Fig. 111.14,
le point xe se cestabilise par une nouvelle bifurcation de doublement de periode lorsqiyér
fr){x ) = 1 Onetudie alors le second iee defg fg, c'esta dire le quatreme de fy. Il
se produit ainsi une< cascade> de bifurcations successives. Ce plenonene est illuste par la
Fig. 111.15 qui montre les cyclesl=2=4=8 du mockle de Ricker.

7. Cette icke vient de [1]. Une rapide recherche sur Internet vous montrera que ce moctle, qui cecrit
levolution d'une population de poissons, est tout sauf treorique : bien que datant de 1954, on n'a
toujours pas mieux pour estimer levolution d'une population de poissons que de regarder al elle se
situe sur la courbe de Ricker Fig. 111.14!



Figure 111.14 { Traes de la courbe de Rickerfg(x; ) (en haut) et de son second iee, pour =5,
= € (premere bifurcation de doublement), =10 etenn = 12:5092(deuxeme bifurcation de
doublement).

Figure 111.15 { Les trois premeres bifurcations de doublement de geriode dans le moctle de Ricker.

Notons () la valeur du parametre de bifurcation lors de lan-eme bifurcation, quand
on passe d'une periode2" !Tya la periode 2"T,. La suite des () pesente une convergence
geonetrique vers une valeur . dans le sens suivant :

nljlrnm =4:6692::; Im " o () =AB60: (111.20)

Feigenbaum a monte que la constante estuniverselle c'esta-dire incependante du syseme
dynamique (la constanteA, par contre, ainsi bien entendu que, cepend du syseme consicce).

Exemple 2 : Un syseme dynamique continu

A titre d'illustration, voici les esultats de l'inegration nunerique de l'oscillateur de Du ng
fore,

x x+x3+ x=dcos(t); , == ! (111.21)
~y = x x3 y+dcos()

La Fig. 111.16 montre I'apparition d'un cycle limite, puis les deux egimes sous harmoniques
a fequence fy=2 et fy=4, et un egime chaotique au deh de la valeurd. du paranetre de la
bifurcation (qui est ici 'amplitude du forcage).



Figure [11.16 { Simulations de (I11.21), pour =0:1et! =1:4. Le paranetre d cro't de gauchea
droite (d = 0:1;0:32,0:338 et 0:35). En haut on repesente x(t), qui montre une geriode T, puis les
sous harmoniques2T, et 4Ty et un signal chaotiqgue. En bas cette situation est illustee dans le plan

(x;y).

lllustration exgrimentale

La cascade de doublement de periode est desormais bien documenee exgerimentalement.
Une des premeres observations fut I'exgerience de convection de Libchaber et Maurer [9, 10].
Le paranetre de bifurcation est le nombre de RayleighiRa qui vaut R, au cemarrage de la
convection. lls ont estine nuneriquement la constante de Feigenbaum,

Rag Ray

44 01
Ra;s Rag

en accord raisonnable avec la valeur treorique. Le signal temporel est donre dans la Fig. 111.17,
et I'analyse de Fourier est faite dans la Fig. 111.18.



Figure 111.17 { Signal temporel. Tie de [10].

Figure 111.18 { Spectre de Fourier. Tie de [10].



111.4 Quelques eérences...

Plus que les autres, ce chapitre recessite une bibliographie commenke. Les ouvrages les plus
avane@s sont donresa titre indicatif, pour une etude ulerieure. Des indications sont donrees
sur des sujets qui n‘ont paset aborces.

Varee centrale

La notion de varee centrale permet de mieux comprendre les calculs de forme normale.
L'icee de base est qu'en un point de bifurcation, la dynamique du syseme est enterement
cetermiree par les valeurs propres dont la partie eelle s'annule (pour un syseme dynamique
continu; pour une application, il s'agit des valeurs propres de module 1). La lirearisation
du syseme, et la diagonalisation de la matrice ainsi obtenue, conduita distinguer uaspace
vectoriel stable(de base les vecteurs propres assoce®e( ) < Oouj j < 1), un espace vectoriel
instable (de base les vecteurs propres assocesRe( ) > Oouj j > 1) et un espace vectoriel
central (de base les vecteurs propres assoce$®e( ) =0 ouj j =1). Seuls les vecteurs propres
appartenanta l'espace central ont un e et sur la dynamique.

Une varee est la gereralisation dans le cas non lireaire de la notion d'espace vectoriel
(pensez a une surface contenue darR®, susamment egulere, par rapporta un plan). La
transformation proche de l'identie qui conduita la forme normale d'une bifurcation consiste
aecrire lequation de la varete centralea proximie de la bifurcation et au voisinage du point
dequilibre. Le sujet est bien traie par Manneville [4], ainsi que dans le tes bon papier de revue
de Crawford [11]. On pourra aussi consulter [1, 12], plus di ciles.

Convection

On pourra consulter un livre d'hydrodynamique, par exemple [13]. On trouvera beaucoup
d'illustrations experimentales, ainsi qu'un traitement tes rigoureux du criere d'instabilie dans
[4]. Beaucoup de donrees dans [14] aussi.

Reduction dimensionnelle

La eduction dimensionnelle consiste, formellement,a eduire la dynamiquea la seule varee
centrale. En ce sens, le sujet est aborce par [11, 1, 12]. Manneville [4] pesente une approche
beaucoup plus physique, avec de nombreux exemples de sysemes dynamiques de dimensionna-
lie eduite. Il montre aussi comment passer, par le biais d'un ceveloppement en srie de Fourier,
d'un probeme d'hydrodynamique formellement de dimension in niea un syseme dynamique
a un (petit) nombre de deges de liberes, qui sont les modes de Fourier les plus instables.

Formes normales

On trouvera des calculs de formes normales explicites dans [4, 12, 1, 11]. Par explicite, je
veux dire que les coe cients de la forme normale sont exprimes en fonction des termes du
eveloppement de Taylor initial. Les calculs de [1] sont particulerement clairs et bien detailes.

La seule ekrence que je connaisse qui traite des cas de esonance forfe= 1 et 4 =1 est
[2]... Bonne chance!



Altracteursetranges.

Le sujet est pesent bien plus en cetails dans la bibliographie, par ordre de di cule crois-
sante [14, 4, 12, 15]. Le tes bon petit livre de matrematique de J. Buzzi [3] est une lecture
conseilee. On y trouve en particulier la cemonstration, assez facilea suivre, qu'un mouvement
guasi-periodique est pedictible.

Senario de Ruelle, Takens et Newhouse

Les articles originaux [6, 7] sont disponibles gratuitement, en recherchant sur les noms
des auteurs, a I'URL http://projecteuclid.org/DPubS/Repository . lls sont lisibles car
peeces d'une introduction non technique destiree aux non-mathematiciens! Sinon on pourra
consulter, par ordre de di cule croissant, [14, 4, 8, 1, 12]

Cascade sous harmonique

Les livres peedents abordent tous le senario de Feigenbaum, bien plus en cketail que je ne
I'ai fait. Comme compkment (pas particulerement facile) on pourra consulter [16].
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Chapitre IV

Methodes perturbatives

V.1 Oscillations faiblement non lireaires

IV.1.1 Oscillations d'amplitude nie d'un pendule pesant

Revenonsa un syseme tes classique, le pendule pesant vu au.5.2. Nous avions calcue
sa periode (1.20) pour des oscillations d'amplitudes quelconques,, que I'on peut mettre sous
la forme

Zm Zm Z?2
4 d 2 d 4 d
= 4 == q = - = (IV.1)
"0, 2(cos coOSp)

T=

g
0, siPr sinf; ‘o, 1 kZsin?

al dans la dernere expression on a posk  sin-3- et fait le changement de variablesin; =
ksin .

Cette dernere expression permet de calculer la periode d'oscillation pour des oscillations de
petite amplitude, soitk 1. On trouve sans di cule

72 ! ! !
4 k2 k2 2

T — 1+ —siP d =Ty 1+ — To 1+ -m
Lo 2 0 4 0 16

(IV.2)

al on a introduit la periode des petites oscillationsT, 2 =! (. Ce esultat indique qu'en
dehors du egime lireaire la eriode des oscillations cepend de I'amplitude. Cette dependance
est quadratique, donc tes faiblea petite - mais non in niesimale - amplitude, ce qui prouve
l'isochronisme des petites oscillations

IV.1.2 D[eveloppement en puissance de I'amplitude.

Nous avons la geriode, mais pas la forme des oscillations. Une icee possible, puisque nous
venons de voir qu'une amplitude nie' amene une petite correctiona la periode, est de traiter
perturbativement la esolution de lequation dierentielle (1.16), qui sécrit jusqua l'ordre 3 en
amplitude,

d2 3

— = + —; V.3

dt? 6 (V-3)
en prenant To comme unie de temps. Prenons comme conditions initiales(t = 0) = et

{t=0)=0,avecjj 1

1. Ici nie signi e non in niesimale.
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On peut chercher une solution de cetteequation en puissances desous forme du develop-
pement

= 4+ 2,4+ S+ (IV.4)
al les ; sont des fonctions inconnues, \eri ant les conditions initiales
1(t=0)=1; (t=0)=0sii 2, H(t=0)=0(8i): (IvV.5)

Il serait sans doute trop ambitieux de demander au ceveloppement (IV.4) d'étre convergent.
Nous allons juste \eri er que les termes successifs sont cecroissants,:j5 ij < 1. Ainsi, on
peut raisonnablement esperer obtenir une approximation de la solution de (1V.3), d'autant plus
pecise qu'on calculera plus de termes du ceveloppement.

Le principe du calcul est d'injecter le developpement (IV.4) dans lequation (1V.3), puis
d'en ceduire ordre par ordre en puissance dedesequations pour les; qu'on esout en tenant
compte des conditions initiales (1V.5).

Ordre : On trouve simplement

a2,
dtz2
compte tenu de la condition initiale.
Ordre 2 : Le terme cubique ne contribue pas, et on a simplement
d? ,
a2 = 2 =) 2(t) = 0;
compte tenu de la condition initiale. On aurait pu separgner cette etape en notant que les
puissances paires de ne doivent pas intervenir dans le ceveloppement.
Ordre 2 : Le terme cubique doit alors etre pris en compte, et lequation pour ce terme secrit
P :

1 1
PO = 5 = ZL(:os(?t)+ écos([): (IV.7)

C'est uneequation qui pesente deux aspects sympathiques :

{ La fonction inconnue ( 3) est donree par uneequation dierentielle ai la solution connue

1(t) intervient au second membre, comme un terme de forcage.

{ Lequation dierentielle pour 3 est lireaire (c'est lequation de l'oscillateur harmonique)

Elle a relas un cefaut edhibitoire! En e et, sa esolution se ranmenea trouver le comporte-
ment d'un oscillateur harmonique fore. Le terme ercos(3) conduita une eponsea la méme
fequence ( 1=192) cos(8). Par contre, le terme encost) est un terme de forrageesonant,
puisqua la fequence propre (1, dans nos unies) de l'oscillateur. Matrematiquement, ce terme
conduita une composante ernt sin(t) dans 3(t). Physiquement, on force un oscillateura sa
fequence de esonance, et la eponse diverge. Cette solution est inacceptable puisqu'elle n'est
plus borree pour tout temps! Notre tentative est donc unechec...

1 =) 1(t) = cost; (IvV.6)

V.2 Methodes de double aveloppement.

Si I'on consicere d'un peu plus pes le calcul peedent, on remarque un autre cefaut : il ne
peut engendrer que des harmoniques de la fequence de base, et ne peut conduirea une periode
tependant de I'amplitude. Elle sera toujours de2 , le calcul ne rend compte que de l'aspect
non sinusedal des oscillations.

Cette consiceration conduita une approche nouvelle. On peut imaginer inclure ces le cepart
du calcul le fait que la fequence cepend de lI'amplitude, et esgerer trouver ainsi une solution
qui soit borreea tout temps.



IV.2.1 Methode de Poincae-Lindstedt

Ce programme est exactement celui de laethode de Poincae-Lindstedt Elle consiste a
remplacer (IV.4) par un double ceveloppementde la forme

() = 1)+ 220)+ 3a( )+ V.8
_ _ 2 (IV.8)
= It avec ! =1lg+ I (+ “lo+
Les coe cients ! ; sont a priori inconnus et seront cetermires ordre par ordre de sorteaeliminer
les termes esonants du ceveloppement. lls interviennent dans les cerivees temporelles, car

d _dd d

gt dd d
et donc
d2 d2 2d2
ﬁ:!zﬁz Lo+ Do+ 21+ 0 gz )+ 2o )+ Pa( )+ (IV.9)

Pour le probeme (IV.3), on a!y = 1, et il est raisonnable de prendre, =0 et!; = 0.
(C'est un gain de temps, je vous laisse \eri er que si on les inclus au cepart on montre qu'ils
sont nuls). Nous allons nous limitera la premere correction non triviale, donca l'ordre 3. En
injectant (IV.9) et (IV.8) dans (IV.3), et eneliminant tous les termes qui ne peuvent donner
gue des contributions d'ordre superieur, on trouve

2 d? 1
1+2!2 F 1+33: l+33+63$:
avec les mémes conditions aux limites que peecdemment.
Ordre  : Aucun changement,
(o Y _
il = 1 =9 1( ) =cos : (IV.10)

Ordre 2 : Automatiquement \erie avec les choix ,=0et!,=0.
Ordre 3 : Le terme en! , introduit un terme suppkmentaire par rapporta (IV.7). On obtient
en e et & & S L

T’j+ 3= 2 2T21+61: 54C0S3)+ g+2!, cos(): (IV.11)
Cetteequation pesente les mémes deux bonnes proprees que la peedente :

{ La solution connue ;( ) intervient comme un terme de forcage dans lequation donnant

la fonction inconnue 3( ),

{ Lequation dierentielle pour 3 est encore lequation de l'oscillateur harmonique.

Mais cette fois le paranetre suppkementaire! , nous permet deliminer le terme esonant.
Lequation correspondante s'appelle uneondition de solvabilie (sous entendu, pour lequation
dierentielle (IV.11); voir [1], Appendice A2 x 2.1 pour plus de cktails).

Elle skcrit dans notre cas 1
Iy, = 16 (IV.12)
La solution compkte de (1V.3), valablea l'ordre 3 inclus, est alors

3

cos( )+ @[cos() cos(3)]
NEE (IV.13)
cos 1 16 t + @[COS(() cos(3)]

()

(t)



Cette solution est bien, comme il se doit, borreea tout temps, et le terme d'ordre 3 conduita
une petite correction. La periode cepend de I'amplitude, et vaut
|
2 2
T= >=To 1+ — ;
1 % 16

qui est bien le esultat peedent (IV.2). Tenir compte de I'e et physique qui conduita une
variation de la periode avec I'amplitude permet donc d'obtenir un ceveloppement satisfaisant.
Cette nmethode pesente l'avantage d'étre assez facilement automatisable pour calculer des ce-
veloppements d'ordreeleve avedVlathematica ou Mapple

Remarque : Si on cherchea esoudre avec plus de pecision (IV.3), il est parfaitement kegi-
time de calculer des ordres suivants du ceveloppement. Mais on ne peut esgerer esoudre ainsi
l[equation dierentielle pour le pendule pesant, car on s'est limie aux termes cubiques du ceve-
loppement desin . Il faut pousser le developpement du sinus jusqua" si on veut une solution
pecisea l'ordre ".

IV.2.2 Methode desechelles multiples

La methode de Poincae-Lindstedt est unenorme proges, mais elle est limiee aux probemes
d'oscillateurs non lireaires. Lanmethode des echelles multiplesest beaucoup plus polyvalente.
Il s'agit d'un double developpement, recessaire pour pouvoireliminer les termes esonants, qui
tient compte du fait que la solution va cependre dechelles de temps de plus en plus lentes,
To=1t, T, = t, T,= 2t etainsi de suite...

En pratique, on remplace le ceveloppement (IV.8) par

() = 1+ 22+ 33+
i(t) (To=tTi= tTo= 2t:00)

et lesechelles de temps sont consiceees comme deariables formellement independanted.es
cerivees temporelles se calculent alors par

(IV.14)

¢ _ @er, @er, @er, .
i - eret eret eret
_ e, e,,0,
@i @1 @1 "
& o, @+2@+m!2 (IV.15)
a2 = @7 @I @I
|
@ @ 2 @ @
= =_+2 —— 2
@i ° @1e; ‘e@rei @t

Reprenons la esolution de (1V.3). Les calculs pe@dents nous permettent de nous convaincre
sans di cules qu'il est inutile de prendre en compte , ainsi que la cependance selon lechelle
T, (ce qui ne vous empeche pas de le \eri era titre d'exercice!). Nous simpli erons donc les
calculs en congquence.



Ordre : Lequation qui remplace (IV.6) et (IV.10) est cesormais unesquation aux cerivees
partielles
@

@t

a1 CC signi e gqu'il faut prendre le complexe conjugte de I'expressionecrite pee@demment a n
d'avoir une solution eelle.

Deux points sonta noter. En premier lieu, une "constante” d'inegration dans (IV.16) est
a priori une fonction detoutes les autresechelles temporelles qu&. Une autre particularie
de la nethode est que les conditions initiales doivent y &tre introduitesa la n du calcul, ce
pour quoi nous avons pris la solution la plus gererale de (IV.16)A est bien sar une fonction
complexe).

Le choix , =0 et incependant de T, \eri e automatiquement l'ordre 2.
Ordre 3 : On obtient

=0 =) 1(To; Topi:0) = A(To;::0)eTe + CC; (IV.16)

@ 3 @ 1 1 3
—_ ° e 2 _
@f " ° @7@F 6!
3 - (IV.17)
= 2 g?e”o + Aéemo + AZAeiTo + CC

Commercons par noter qu'on obtient la méme structure de calcul qu'avec la nethode de
Poincae-Lindstedt : la fonction inconnue (ici 3) est obtenue comme solution d'une equation
lireaire avec un terme de forcage fonction uniquement des solutions peedemment calcukes
(ici ).

La cependance de I'amplitudeA en fonction de lechelle de temps lentd, va nous permettre
deliminer des termes esonants qui conduiraienta une solution physiguement inacceptable. Les
termes esonants du second membre sont ceux €h°, qui conduiraienta une solution enTye™®
divergentea grand temps. Lacondition de solvabilie secrit ici, en posant A = Rexp(i ) eten
gparant partie eelle et partie imaginaire,

8
7y 5 @R _ 0
. @A A°A @7
- @7 4
Ces deuxequations s'inegrent trivialement enR = Ro(T4;:::) et = R3=4+ (T4 ::0). Si

I'on veut respecter les conditions initiales (IV.5), il fautRy = 1=2, et en exprimant lesechelles
de temps en fonction de on obteinta partir de (1V.16)

2! " 2!#

R
1(To; Ty :) =2 Rgcos Ty ZOTQ ; 1(t) = CO0Ss 1 — t;

qui est bien identiquea la solution de Poincae-Lindstedt (IV.13) (nous necrivons pas le troi-
seme harmonique).

Application 1 : oscillateur de van der Pol.

Lequation de cet oscillateur a cepet vue, il s'agit de

X x?> X+ x=0; 0< 1; (1IV.19)



Clairement, le comportement de l'oscillateur va changer lorsquesera de I'ordre de’ —,carla
dissipation nonlireaire prendra alors le pas sur I'ampli cation . On pose donc

X(t) = x(To=t;Te= tiin )+ ¥ xa(To=t;Ty= i)+ oo (IV.20)

La nonlirearieetant cubique, inutile d'introduire un terme X, d'ordre qui sera identiquement
nul. Vous pouvez le \eri er!
Ordre : Comme peedemment,

@x +X,=0 =) X1(To; Ty ::) = A(Tq;::)e™ + CC; (IV.21)
@F
Ordre 3 : On obtient & @ @ &
X3 _ X 2 @X X1 |
—— + X3 = X 2 : V.22
@f 7 e1 ‘el ‘eiter (V-22)
dont la condition de solvabilie est
@A _ 1 1 .,
qui est bien comme annone au Chapitre Il la forme normale de la bifurcation de Andronov-

Hopf.
Pour esoudre (IV.23), on poseA(T1) = R(Ty)€ (™). En sparant partie eelle et partie
imaginaire, on trouve

8
@R _ 3
% 2@]- - R R B B Celt !1:2-
;e 0 Re Sl e
; — =0

@7

al C est une constante. La phase ne ckepends pas de. A cet ordre, on a donctllilm R=1,

donc x4(t) = 2cost et x(t) = oP ~cost qui est exactement la forme des oscillations que nous
avions trouwe pour l'oscillateur de van der Pola la section 1.5.3. La solution (IV.24) donne bien
plus queca, puisqu'on a levolution temporelle vers les oscillations stationnaires, dont le temps
caraceristique est2= avec une croissance exponentielle.

Application 2 : forme normale de la bifurcation de Hopf.

A titre d'exercice, nous allons voir commentalculer la forme normale de la bifurcation de
Hopf, c'esta dire exprimer le coe cient 5 de I'appendiceB du Chapitre Il, dans le cas gereral.
Ce calcul est fait compktement dans [2] et [3], mais I'approche par lesechelles multiples est de
loin la plus rapide.

Lorsqu'une valeur propre d'un syseme dynamique traverse l'axe imaginaire, lequation
se met au voisinage de la bifurcation sous la forme (parfaitement gererale; lgg sont des
constantes a priori complexes).

2= Z+ Qoz’+ QuzZ+ GooZ’ + GeoZ’ + GZ’Z + 01227° + GosZ’ (IV.25)

On propose de montrer que la forme normale de la bifurcation de Hopf s'obtient comme la
premere condition de solvabilie non triviale du developpement enechelles multiples de(t).
On pose donc

Z1+ %z,+ 3z5+ 1o
z(To=tTyi= To= 2t::);

(IV.26)

z
z(t)



et on tire z dz=dt de (IV.15).
Ordre : On a simplement

@z _ . i
o1 i1z, =)  z1=Ae'Te: (IV.27)
On note qu'ici z est une fonction complexe, il n‘est pas recessaire d'ajouter le complexe conju-

gLe.
Ordre 2 : Lestermes quadratiques du ceveloppement vont contribuer, on trouve en remplacant
z; par la solution trouveea l'ordre

@Z . @A il il - -2 il
== jlz,=  ——€'T o+ goA%®T 0 + g jAj% + 0pA e 2T o V.28
o5 2 T o QA + Qo2 ( )

Garder le terme ene'™ © conduiraita un terme non physique enTy€e'T ¢, la condition de solva-

bilie est donc @A
— =0; V.29
T ( )

et on trouve la solutiona l'ordre 2,

. —2
o, gzoAZezuT o QA GA e 2T o
il '

z, = Be | 3 (IvV.30)
Ordre 3 : Le calcul est un peu plus lourd. Lequation pourzz est
@z . @z @z
— iz = —  ——+200212, + 217, + 2pZ1) + 2Qp2Z1Z5+
@7 3 @1 @7 0202122 + 011(Z1Z2 + 2573) 0027172 (IV.31)

+ 08023 + 12571 + Gi2Z4Z5 + GosZ;

Il n'est pas recessaire de calculer tous les termes, seuls importent les termes esonants, c'est-
a-dire ceux en €'T o, Une premere condition de solvabilie est trivialement @B=@T= 0. En
cherchant les termes esonants cependant dé, on trouve

== il 2 + Aj2A V.32
@7 Oo1 302" + 101" GoGu  JA] ( )

IV.2.3 Pour aller plus loin...

Nous avons pesente dans ce chapitre le strict minimum. On trouvera de nombreux com-
pements, d'autres nmethodes, et des comparaisons cetailees entre les diverses nethodes de
eveloppement asymptotiques dans [4] (particulerement pedagogique, et reanmoinsa peu pes
encyclogdique), [5] (un peu moins ageablea lire, mais compkte le peedent par des consice-
rations sur les approximations des inegrales), [1] (insistant comme toujours sur les motivations
physiques de ces nethodes; un compement excellent sur les conditions de solvabilie) et enn
[6] (nettement plus di cile, mais tes compementaire de [4]). Les matrematiciens ([2, 3, 7]
petrent utiliser les nethodes de moyennisation gqu'ils exposent en gereral en cetail.
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Chapitre V

Ondes dispersives nonlireaires.

V.1 Ondes de graviea la surface de l'eau.

V.1.1 Hypotleses et mise enequations.

Consicerons un uide pesant pesentant une interface avec l'air. Soix une coordonree selon
un des axes horizontauxz oriene selon la verticale ascendante. Le liquide repose sur un fond
plan horizontal que nous prendrons comme origine des ordonrees. Lorsque le uide est au repos,
sa surface libre est & nie par son altitudez = h.

Figure V.1 { Ondesa une interface eau-air

Imaginons une perturbation de la hauteur de la surface libre, qui devient+ . La gra-
vie tenda faire secouler du uide des bosses vers les creux, et l'inertie du uide s'oppose a
cette variation de vitesse. Des ondes vont donc se propager a la surface du uide, telle que
celles cees par la chute d'une pierre dans une eau calme. Nous allons etudier des probemes
unidimensionnels, pour lesquels(x;t) cepend de la seule variable d'espace et du tempst.

Nous faisons les hypotteses suivantes :

(H1) Fluide non visqueux (hypothese essentielle. Rien de ce qui suit n'est vrai avec de la
dissipation.)

(H2) Fluide incompressible (essentielle, mais excellente approximation). q

(H3) Tension de surface regligeable. Cette hypothese suppose la longueur capillaire =( g)
regligeable devant la longueur d'onde. (purement technique ; prendre en compte la tension de
surface change seulement la valeur nunerique de certains coe cients)

Puisqu'on reglige la viscosite, le champ de vitesse du uide est le gradient d'un potentiel
scalaire,

9) v=r
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La condition d'incompressibilie r v =0 fournit alors lequation dynamique du probeme,
=0: (V.1)

Au fond de la couche uide, puisque le uide est parfait, la seule condition est I'annulation de
la vitesse verticale (condition d'imperneabilie)

@ A
@, " 0: (V.2)

La di cule du probeme vient des conditionsa la surface libre, car sa position (x;t) est
elle-méme une inconnue! Le terme d'advection de lequation d'Euler se met sous la forme

1
(v r)vs= S viovA(r™ v
On montre que, pour un uide parfait, unecoulement initialement irrotationnel le reste. Dans
ce casr™ v =0 et en introduisant le potentiel des vitesses, on peutecrire lequation d'Euler
sous la forme !

@ 1 , P
r—+ -(r +—+9gz =0
ot 2 ) g
Le terme entre parenthese est doncegala une fonction ne cependant que du temps. Comme
le potentiel n'a pas de signi cation physique, mais seulement son gradient, il peut étre reck ni
de sorte que cette fonction soit nulleA la surface libre, en regligeant la tension de surface, la

pression est constante,egalea la pression atmosplerigu®y, . On en ceduit donc

@, ;(r )2+ 9(z h) =0 (V.3)

@t z=h+

La dernereequation exprime la ce nition m&éme de l'interface. La vitesse verticale du uide doit

etreegale,a la surface libre,a la vitesse de l'interface (tenant compte du terme d'advection),
!

@

—+(v r = vy (h+ ;t);

oV ) ((h+ it)

z=h+

D
ﬁz:h+
soit
@ ,eo0 @
@t @x@x @z,_,,

Les deuxequations (V.3) et (V.4) contiennent toutes les nonlirearies du probeme, d'une facon
compliqwee car l'inconnue est un argument du potentiel des vitesses.

=0 (V.4)

V.1.2 Ondes lirraires.

Lorsque le ceplacement de la surface et la vitesse du uide sont tes faibles, cesequations
se lirearisent pour donner

@ _

@tz:h-i-g _O’
@ @ _,
@t Oz '



Cherchons comme solution une onde plane monochromatique de pulsatloret de nombre
d'ondek,

(x;t) = Oei(kx It ); (x;z;t) = f (Z)ei(kx It );
al ¢ est une amplitude inconnue ef (z) une fonctiona ceterminer. Lequation (V.1) donne
d?f

e Kf =0 =) f(2)= Ae’+ Be %

al A et B sont deux constantes arbitraires. La condition au fond (V.2) impos& = B, donc
(x;z;t) = o chkzg(x 't);

al o est une constante arbitraire.
Sil'on injecte la forme de (x;t) et celle que nous venons de trouver pour(x; z;t) dans les
equations (V.3) et (V.4) lirearizees, on trouve

( i chkh o+ g ¢=0;

i o Kshkh o=0: (V.5)

Il s'agit d'un syseme de deuxequations algebriques lireaires, homogne, d'inconnuesg, et
o- Il possde une solution nontriviale, avec des amplitudes non indentiguement nulles, si et
seulement si son ceterminant est nul, ce qui donne la relation de dispersion pour les ondes de
gravie,
i chkh g

= = 12 = .
s n =0 =) 17=gkthkh: (V.6)

V.2 Léquation de Korteweg-de Vries

Lequation de Korteweg-de Vries (KdV) prend en comptea la fois les non lirearies et la
dispersion, dans la limite des grandes longueurs d'ondes pour laquelle cette dernere est faible.
On peut la ceriver rigoureusementa partir desequations (V.1){(V.4), comme nous le verrons
en section V.2.2. Nous allons commencer par une approche plus simple, en gardant la premere
correction dispersive et la premere correction non lireaire.

V.2.1 KdV : approche simple.
Ondes lireaires faiblement dispersives.

Placons nous dans la limite des grandes longueurs d'onddy 1, pour des ondes lireaires
donc d'amplitude regligeable devanth. Alors
(kh)®
3

(kh)?

qg__
thkh  kh =) ghk 1 2=

(V.7)

al appara’t la vitessec, P ghdes ondes nondispersives. Cette relation de dispersion approcree
peut &tre consiceee comme correspondanta lequation d'onde lireaire

@ @ 1 ,.,0

=+ c— + —gh*=- =0; V.8

at “ax 6°" ax (V.8)
comme on le voit en injectant dans cette equation (x;t) = o€®* "), On notera que KdV
cecrit la propagation d'ondes dans une seule direction, celle dgspositifs.



Ondes non dispersives faiblement non lireaires.

Regardons maintenant la premere correction non lireaire aux ondes non dispersives. Celles-
ci sont cecrites par lequation
@, @

) @t “ax
aveccy = = gh. Si lebvation de l'onde n'est pas in niesimale, on peut consicerer que
localement, en un point a lekvation de la surface libre esth+ , la vitesse de I'onde est

0;

| h 1 L
+ + =
c a( ) G 5h

En outre, lequation (V.5) nous indique que la vitesse du uide dans la directiorx est
_ @ gokchk(h+ ) jux ) k :
=@x  lchkn  © nr @p

Pour un observateur au repos, lorsque lekvation de la surface ebt+ , la vitesse de I'onde est
donree par la composition des vitesses de Galiee et vaut

Vx

3
142
¢ G 2h

Ondes dispersives et non lireaires.

Le calcul peedent est peu rigoureux, puisqu'il utilise les esultatsetablis en egime lireaire
en dehors de ce egime. Si I'on tient comptea la fois des termes dispersifs et non lireaires, en
supposant les corrections du méme ordre de grandeur (ce qui nan devident!), on trouve
lequation de Korteweg-de Vries,
@ @ 3 @, 6,1 ,@

@t+ Co@x+ ECOH@; écoh — =0: (V.9)

V.2.2 KdV : approche rigoureuse.

Le calcul peut etre fait proprement. Commercons parpnous placer en variabl«;s adimensionrees, en
prenant comme echelle de longueurh, echelle de vitesse gh,echelle de temps h=g. Lesequations
*

(V.1) et (V.2) sont inchangees. On cherche la solution de (V.1) sous la forme (x; z;t) = z"f m) (% 1).
n=0
Il vient alors 2 " & #
=0 = nn 1)z" %+ 2" =0
) L ( ) (n) @3

Les fonctionsz" sont lireairement incependantes, cette equation doit donc etre \eriee pour chaque
puissance dez. La condition au fond (V.2) imposef ;) = 0, et donc tous les indices impaird 547y = 0.
La forme gererale du potentiel est alors

ps Z2m @mf

« - — m «

(X! Z!t) - mzo( 1) (Zm)' @2m ’ (VlO)

al f est une fonction inconnue dex et det.
Lesequations (V.3) et (V.4) deviennent respectivement

@ 1 2
= 4+ — + = .
ot 2(r ) - 0 (V.11)



@t @X@X @zZ;=1+
Une fois en variables adimensionrees, il est possible de & nir un petit paranetre 1. Onetudie
des ondes de faible amplitude et de grande longueur d'onde, en choisissant lesechelles suivantes :

profondeur
1

On cherche des ondes se propageant vers legositifs; le choix dechelle de longueur d'onde impose
celui d'une variable D

= = amplitude

longueuyr d'onde
e

= (x t):
On aura not que dans nos unies, par ¢k nition, la vitesse de l'onde est 1. La premere correction
dispersivea la pulsation est enk?, ce qui conduita ¢ nir uneechelle de temps lente = 3%t. On a
donc
@: 12 @ @: @ @: 1:2@+ 32 @,
@x @’ @% @2 @t @ @

On notera que ce choix dechelle assure que la premére correction non lireaire sera du méme ordre de
grandeur que la premere correction dispersive. On fait donc< proprement > ce qu'on a fait < avec les
mains > dans le paragraphe V.2.1
La solution est cherchee sous forme d'un developpement
= g+ 2o+
= 124 32 4
Le choix dechelle pour assure qua l'ordre le plus bas @ =@t
Ce ceveloppement de corresponda un ceveloppementequivalent pour la fonction f dans (V.10),

f= 12f+ 32+ g+

Nous allons voir que nous aurons besoin de jusqua des termes d'ordre 572, soit
| |

2 ’ 2 4 '
R ) 3=2 2 @fy 5=2 2?2 @f, ' @f. 7=2
(Xz;1) = fa+ fa 2 @2 + fs 5@+$@ + O( ™)
Lequation (V.3) conduit alors aux deuxequations
Ordre : 1= @@i; (V.13)
@f @b 16f 1 @t °
Lequation (V.4) conduit aux deuxequations
Ordre 332 : @(;)1 = @(6;21; (V.15)
- @ @ Q@i@ @f,  @f, 10f
ode **: @ @'ee’ ‘e @ se O (V1O
Lorsqu'on fait @V.14)=@+ (V.16), on trouve
@.}. @fl+}@fl+ @@4. 1@f1+ @@flzo;
@ @@ 3@ @ @ @2 @ @2
Il sut alors d'utiliser la relation 1= @i=@ pour retrouver KdV
@, 10,2 @ -y, (V.17)

@ 6@ 2'@
gu'il est facile de ceduire directement de (V.9) en adimensionnant les variables et en introduisant les
echelles approprees en .



V.2.3 Notion d'onde solitaire.
E ets dispersifs : Propagation d'un paquet d'ondes

Lorsqu'une equation d'ondes estireaire , on peut construire une solution gererale comme
une superposition d'ondes planes monochromatiquedn parle alors d'unpaquet d'ondesque
I'on peutecrire sous la forme suivante :

4
(x;t) = %12_ A(k)lkx t (g

1

a1 A(K) est I'amplitude! du mode de nombre d'ondé. La propagation du paquet d'onde peut
étre peciee si :

(H1) La distribution spectrale A(k) est tes pigtee autour d'une valeur kg, avec une largeur
spectrale k en dehors de laquelle I'amplitude esta peu pes nulle.

(H2) La relation de dispersion admet un ceveloppement en srie de Taylor au voisinage kig

I %ko)
2

I (k)= ! (ko) + ! (ko)(k ko) + (k  ko)?+:::
Du fait de I'hnypothese (H1), A(k) est regligeable en dehors dig K;ko+ Kk]. Lorsqu'on
limite le ceveloppement de! (k) au premier ordre, on peutecrire

2
: 1 ko ko) ! (o)t Kix ! ko)t]
(1) P A(K)€ dk

1
Fi[ko! ko) !(ko)]i x ! qkot; 0]:

{z
terme de phase

En prenant en compte la dispersiona l'ordre le plus bas, on montre que le signal se propage
sans ceformationa la vitesse de groupeé ko) = v4(Ko).

En tenant compte de I'ordre suivant dans le ceveloppement de la relation de dispersion, on
peut calculer letalement du paquet d'onde. Prenons un signal initialement de forme gaussienne,

|
2

X2
(x;0)= oexp 1% glox. (V.18)

Le spectre correspondant est aussi gaussien, de largetk = 1=L, on retrouve le esultat
classique x k 1:

1 2 " x2 i
b(k):p? 0 exXp L2 i(k ko)x dx= oLexp

1

!
(k  ko)?L?
2

1. La distribution d'amplitude A(k) est la transformee de Fourier du signal initial (x; 0),
1 z i
A(K) = P (x; 0)e **dx
1

Pour KdV, qui est d'ordre un en cerivee temporelle, cela sut. Pour lequation des ondes, ou toute
EDP cerivee deux fois en temps, il faut aussi utiliser (@ =@¢x; 0). Voir Jackson [1].



A un instant ulerieur t> 0, le signal skecrit en posantKk  k ko,
!

Leilkox ! (o)) 2 Kz o 1%k
(X;t)= o—P=—— exp +iKx  icgKt i (EZO)KZt dK:

2

Ce n'est pas touta-fait une inegrale gaussienne (un des termes é@a? est complexe), mais le
calcul se fait formellement de la m&éme facon. Il faut eorganiser I'argument de I'exponentielle
pour faire apparatre un terme care cependant de la variable d'inegrationK , sous la forme

2 s 37

. . E(t)2 . x gyt (X cqt)?
=4 a 5
Kl iegt) = 2K 2 a 26(1)? ' 2E(t)?

K 2E(t)?
2

@ on a pox E(t)2 L%+ il ®ko)t. Lorsquea > 0, ce qui est le cas pour notre probeme, et
8(b; 9 2 R?,

exp X a+ib+ic dx= p———;
L a+ib
d'ai I'on ceduit le paquet d'onde et son module
oL (kox 1 (X Gt)?
Xt) = g——-—@kox o) gy . . V.19
R R U P2 T Rk (V:19)
3
o )
i (6t = JAL expt @) s (V.20)

(L% + 1 0ko)2t2) = 2 L2+ AR

La largeur du signal est donc

s
_ I 0ko)?t?,
L) =L 1+ ——

(V.21)
La prise en compte du terme °¢ky) conduita un ebargis.sement2 progressif du signal, lireaire

en temps. Par ailleurs I'amplitude cecrot comme t. Lenergie du signal est donc consenee
puisque amplitude largeur Cste. (ce n'estpas un e et dissipatif!)

Figure V.2 { Propagation d'un signala divers instants, pour L = 1 et ko = 1, et la relation de
dispersion (V.6). On constate la diminution de I'amplitude du signal et sonelargissement.

2. On notera que le terme delargissement est enl %Pkg)?, donc independant du signe de la courbure
de la relation de dispersion. Des qu'il y a dispersion, il y aelargissement du signal, indkependamment
des cetails de la relation de dispersion!



On aura nok que ces calculs ne sont en rien limiesa lequation (V.8), nous n‘avons d'ailleurs
méme pas utilie explicitement la relation de dispersion (V.6), sauf pour la gure V.2. Nous
retiendrons que lorsqu'uneequation d'onddireaire est dispersiveun signal dont le spectre en
nombre d'onde est de largeumie (non nulle) selargit irevitablement dans I'espace.A la seule
exception des ondes planes monochromatiques, tout signal se ceforme en se propageant.

E ets non lireaires

Si I'on ne tient pas compte du terme dispersif de KdV, lequation d'onde devient

@ @ _ _ .
@+c( )@—0 avec c¢( )= :

Cette notation veut insister sur le fait que, si I'on avaitc( ) = cste, alors la solution serait une
onde propagative a la vitessec, (¢ ). Donc l'interpetation de cette equation est que la
vitesse de I'onde est une fonction croissante de son amplitude. Un pro | initialement synetrique
se raidit donc par l'avant, jusqua nalement ceferler comme une vague arrivant sur une plage.
Cette situation est sclematiee en Fig. V.3.

Figure V.3 { lllustration de la propagation d'une onde dont la vitesse de propagation cro avec
l'amplitude. Le pro | avant de I'onde se raidit jusqua pesenter une tangente verticale (milieu). Au
deh, la description de la propagation n'est plus acceptable, puisque la forme de l'onde n'est plus
cecrite par une fonction @ droite).

Les e ets non lireaires sont donc antagonistes des e ets dispersifs. Siest I'amplitude de
I'onde, la variation de vitesse induite par les non lirearies est ¢y A. Par ailleurs, la
variation de vitesse duea la dispersion est ¢jgsp  k* d'apes (V.7). Si la largeur du pro | est
L, k varie entre 0 etl=L. On peut imaginer que les deux e ets se compensent exactement si

GinL Cidisp =) A 1=L% (V.22)

L'onde solitaire de KdV

Il existe bien une solution de KdV qui ealise cette compensation. Cherchons la sous la forme
d'une excitation localie se propageanta une vitessé constante, seécrivant ( = V)
avec IIilm ()=0.

Si nous injectons cette expression dans (V.17), nous trouvons lequation dierentielle

1 3 d
v 04 2 00 2 o_gq. A — o
6 2

qui s'inegre facilement avec d'apes les conditions aux limites une constante d'inegration nulle,

donnant 9 4 3
00— Jo_ H 923 2 .
=6V 5 4 3 3V : (V.23)



Figure V.4 { A gauche, tra@ du potentiel, avec en rouge lenergie de la ®paratrice, en noir une
energie pour des oscillations non lireaires. Au centre, portrait de phase avec les trajectoires corres-
pondantes. A droite, forme de I'onde solitaire.

Cette equation se pesente comme un probeme de nmecanique du point : Une particule de
masse unie,a la < position> , se ceplace en fonction dw temps> dans le< potentiel >
Ep( )=3 3=2 3V 2 Le potentiel et le portrait de phase correspondant sont traes Fig. V.4.

Ce potentiel admet un maximum local en = 0, valant 0, et un minimum pour =4V=3
valant 16V3=9. Lorsque< lenergie > initiale de la particule est regative, son mouvement est
oscillant dans le puit de potentiel, avec une eriode de duee nie. Dans le contexte des ondes,
cette solution repesente une onde periodique non lireaire, qui n'est pas la solution que nous
cherchons (et qui ne \eri e pas, par ailleurs, les conditions aux limites pour une excitation
localize).

La sparatrice est la trajectoire, denergie nulle, partant du point dequilibre instable =0 :
elle met un< temps> in nia partir de ce point, atteint une valeur maximale =2V puis revient

en un<temps>innia = 0. Dans le contexte des ondes, il s'agit de I'excitation que nous
cherchons: ! Olorsque ! 1 ,et aune amplitude maximale d&V. L'onde solitaire est
donc donree par s 0 !
P34 = 4970' = 24 ar thﬁeizv ;
" P v Iy

soit (en posantA 2V pour exprimer la solution en unies MKSA),

(5 )= qfv ; bit) Ap_ (V.24)
: o V(v )’ h o q ? X ghﬁl1+A=2)t

Ce pro | est donc une solution exacte se propageant sans ceformation vers begpositifs.
Il ealise une balance parfaite entre les e ets dispersifs, tendanta lelargir, et les e ets non
lireaires tendanta le raidir. Nous avons trouwe, en fait, toute une famille d'ondes cependant du
seul paranetreV (ou A). La vitesse de propagation de ces ondes varie comme leur amplitude.
La relation (V.22) entre amplitude et largeur de I'onde, que nous avions trouwee par un raison-
nement intuitif, est ici expliciee.. L'existence de telles solutions, appekesndes solitaires est
un e et strictement non lireaire. Uneequation d'onde lireaire dispersive ne peut conduire qua
unelargissement des formes d'ondes.



V.2.4 Ineraction d'ondes solitaires : Solitons.

Les proprees remarquables de KdV ne s'arrétent pas h! Les ondes solitaires peuvent inter-
agira la manere de particules, et sont de ce fait appekesolitons. Nous proedons ci-dessous au
calcul de la solutiona deux solitons par larethode de Hirota C'est la plus simplea introduire,
son seul cefaut est que plusieurs intermediaires de calculs semblent un peu "parachues”!

Nousr_pgrtons de la forme suivante de KdV, qui se ceduit de la peedente en posaxt= ~ 6
et = (27 6=3)e (en supprimant les tildese et en renommant = t)

@,0 ,6 @

On pose alors = @p=@set on inegre, avecp(x! 1 )=0,
|
-2
@p+ 1' @p + @ =0:
@t 2 @x @X
: . 1 @F, .. :
Puis on e ectue le changement de variablp(x;t) = 12 E@x(dlt transformation de Cole-Hopf)
qui conduita
! ! 2 l, 3
F@ QF+ @ @F QF+ @ +34 @ QF@5 =0: (V.26)
@x @t @X @x @t @%X @% @X@X

Cetteequation pesente des proprees de synetrie ineressantes, et met clairement enevidence

l'operateur dierentiel lireaire Dy, —t+ —.

X
Par ailleurs, I'onde solitaire (V.24) s'exprime tes simplement en terme de la fonctiofk,
selon
F(x;t)=1+exp (x;t); (x;t) = (x a)+ 3

al etasont des constantes eelles quelconques. Il est tes facile de \eri er que cette expression
est solution de (V.26), un peu plus long de retrouver la forme eb= ch?. S'il n'y avait que
l'operateur lireaire Dy, , on construirait d'autres solutions par superposition, mais le dernier
terme de (V.26) exclut cette possibilie. Le changement de variable ! F n'a donc pas
lireariee KdV.

Lorsqu'on n'a méme pas de petit paranetrea sa disposition, on peut toujours essayer de
esoudre un probeme par un ceveloppement formel, qui secrirait ici

F=1+ Fi+ 2Fp+
L'icee est de prendrea la n du calcul = 1. La structure gererale du probeme devient

!
@ @F, @F,

@x @t @%

pour lequationa l'ordre ". On ne gagne rien, puisqu'on remplace uneequation aux cerivees
partielle (EDP) non lireaire, qu'on ne sait pas esoudre, par une herarchie d'EDP lireaires
avec second membre qu'on ne pourra pas esoudre non plus car elle est in nie... Le seul espoir
est quejF,) | F, 1j, ce qui permet de tronquer le developpement pour obtenir une solution
approchee. Mais dans le cas de KdV, un miracle se produit et on trouve une solution exacte!




Au premier ordre en , lequation \erite par F; est

|
@ @E+ @F,

ax @t @ ¥

qui est lireaire. On peut donc prendre comme solution
Fu(x;t) =exp 1(x;t)+exp (x;t); )= (x o &)+ 3t
Lequation pour F, skcrit

I 2 I 3
@ @F, @F, _ ,, GF ° Q@F@F,

@x @t @% @% @x@%

=3 1 2( 2 1)’ete?;

et la recherche de la solution sous la forme e 2 conduita un simple probeme d'algebre, eta

o (2 1)? .
Fa(x;t) = (,+ 12 exp( 1+ 2):
La poursuite du calcul donneF; = 0 pouri 3. Le developpement formel est donc limiea

deux ordres, et permet de construire une solution exacte! Cette solution decrit la propagation
de deux solitons, et séecrit

(2 2)?

F=1+exp 1(xt)+exp »(x;t)+ —————exp 1(x;t)exp »(x;t):

(24 1)2

Cette nethode, due a Hirota, setenda un nombre quelconque de solitons. La solution aN
solitons skecrit comme un ceterminant,

F=det m+ ————e™ ; n= 3t (X an); m2[LN]

Figure V.5 { Repesentation de la solutiona deux solitonsa dierents instants (le temps crot du
dessin de gauche vers celui de droite ; les solitons se deplacent de gauchea droite de chaque dessin).

La solution a deux solitons est trace en Fig. V.5. Le soliton de plus grande amplitude
se ckplace plus vite, il rattrape donc puis tepasse le petit. Lorsqu'ils sont asymptotiquement
loin I'un de l'autre, ils ont la forme d'une onde solitaire, mais la gure centrale montre que
la solution cecrit l'interaction entre les deux solitons. Ces excitations gardent leur identie, et
interagissent elastiquement. La seule trace de l'interaction est un cephasage par rapporta la
position qu'aurait chaque soliton s'il se propageait seul.



V.2.5 Inkgrabilie de kquation de Korteweg-de Vries.

La notion d'inegrabilie se ¢ nit de manere intuitive de la facon suivante : connaissant
(x;t = 0) (ainsi queventuellement ses cerivees temporelles), peut-on calculer(x;t) a tout
instant ulerieur ? Pour une equation d'onde lireaire, la transfornee de Fourier permet de
construire la solution, dont le calcul se eduita un calcul d'inegrale. Pour une equation non
lireaire, le principe de superposition disparat et la transformation de Fourier n'est d'aucune

utilie.

Uneequation telle que KdV (ou sine-Gordon qui est I'objet de la section suivante) este-
grable Les solitons se comportent comme desodes propres non lireairesUne condition initiale
donree va donner lieua la propagation d'un certain nombre de solitons, que des nethodks
reaires permettent de calculer. Une trace de linegrabilie de ces equations est I'existence
d'un nombre in ni de constantes du mouvement. Pour ces divers sujets, je vous renvoiea la
bibliographie commenee en n de chapitre.

V.3 Suppément : Lequation de sine-Gordon

V.3.1 Un mockle necanique

Lequation de sine-Gordon cecrit la dynamique, dans la limite continue, d'une chame de pendules
pesants identiques tournant sans frottement autour d'une de leurs extemie. Nous consicerons une
cha™me de masses ponctuelles identiques, attacleesa l'extemie d'une tige sans masse de longueur
I, coupkes par des ressorts de torsion identiques exercant un couple de rappel a  est une
constante et lecart angulaire entre deux pendules adjacents. La position dun-eme pendule est
reeee par l'angle |, qu'il fait avec la verticale descendante, selon I'acekration de la pesanteury.

Figure V.6 { Charme de pendules pesants

Le treoeme du moment ciretique donne lequation de mouvement du n-eme pendule,

d? .
ml? dtzn = mgl sin n (n ne1) (n na1) (V.27)
mgLsin n+ (p+s1t n 1 2n):

Cetteequation n'a pas de solutions exactes, mais se esout dans la limite continue, pour laquelle les
longueurs caraceristiqgues des ceformations de la chame sont grandes devant la distanaentre deux
pendules voisins. On pose,(t) = (X = na;t) a x est la coordonree le long de la charme. La limite
continue permet décrire

@ a@

nit)= x at= (xt) axt 2@t



ce qui une fois injece dans (V.27) donne

2
@ cz@ 12sin =0; avec & % et !o

r
IQ: (V.28)

@1

Comme la dimension physique de est[ ]= kg m? s 2, la constante ¢ est homogenea une vitesse. ||
est commode d'adimensionner lequation en posanfl = ! ot et X = (! o=0x pour aboutira lequation
de sine-Gordon (SG)

@ a

@t @¥
L'approximation continue suppose que l'angle varie peu entre deux pendules voisins, ce qui impose
mgl. Elle est donc kgitime si lechelle de longueur \eri e
s

+sin =0: (V.29)

c

a [
'o mgl

V.3.2 L'onde solitaire solution de sine-Gordon

Nous allons maintenant chercher des solutions exactes de (V.29), sous forrd®ndes solitaires On
pose donc, en notant © d=d ,

(xt)= ( x Vi; avec lim Yy=o0; (V.30)

al V est une vitesse constante a priori incetermiree. La condition aux limites revienta exiger que les
pendules fassent un angle constant avec la verticale pour! 1 . De faconevidente, les positions
dequilibres stables sont =2p @ p2 Z; ce seront donc elles que nous chercheronsa obtenir.
Lorsqu'on injecte (V.30) dans (V.29), on obtient uneequation dierentielle du second ordre,
00_ d cos du( )

=sin = d 1 V2 g (v.31)

Cette equation pesente, comme pour KdV, une analogie mecanique evidente. Elle decrit le < mou-
vement > d'une particule ponctuelle de masse unit, a la < position > et au <temps> , dans le
< potentiel > cos=(1 V?), sans< dissipation >. Il sut de multiplier chaque membre de lequation
par Cet d'inegrer pour obtenir
1 d 2_ C cos .
2d 1 vz’
as Cest une constante d'inegration. Si I'on veut respecter la condition aux limites (V.30) pour une
position dequilibre stable ° des pendules, soit =2p @ p2 Z, il faut choisir C= 1. Dans l'analogie
nmecanique, le < potentiel > pos®de une< position dequilibre instable >en =0 et =2 lorsque
V2 < 1 (voir Fig. V.7). Comme pour KdV, I'onde solitaire corresponda la sparatrice.
On ceduit de (V.32)
s
Z d P 2

= 21 — = — d-:
W d 0og tan ) 1 V2d’

(V.32)

ce qui donne l'onde solitaire sous la forme

(x;t) _ X Vit
tan ) =exp pﬁ (V.33)

Cette solution ainsi que sa cerivee sont illustees en Fig. V.8.

3. Attention! nous parlons & du vrai probeme necanique (une chame de pendules pesant dans le
champ de pesanteur), pas de l'analogie formelle exhitee par (V.31).



Figure V.7 { A gauche, trae du < potentiel > (V.31) lorsque V? < 1. Lenergie de la ®paratrice est
en rouge.A droite, portrait de phase.

Figure V.8 { Repesentation de la solution (V.33) @ gauche) et de sa cerivee @ droite). Courbe
bleue :V = 0. Courbe rouge :V =0:9.

Lorsqu'on fait le choix du signe+ dans (V.33),at >, ! O(resp. ! 2 )lorsquex! 1
(resp.x ! +1). Il s'agit d'un pro |, solution exacte de lequation nonlireaire (V.29), qui se teplace
sans ceformation vers lesx croissant. Les termes nonlireaires compensent donc les termes dispersifs.
Ce pro | s'appelle un 'kink", le choix du signe  conduita un anti-kink correspondanta une rotation
des pendules dans l'autres sens : L'angle passe Geour x ! 1 a 2 pourx! +1.0n aurait
obtenu les mémes solutions en posant au tepart (x;t) = (x + V), ces excitations peuvent donc se
eplacer dans les deux sens.

L'onde solitaire relie une zone de la chame a1 = 0a une zone al les pendules ont tourres de2 et
se ceplacea la vitesseV, qui peut étre nulle. Une telle excitation est appeke undefaut topologique elle
estenergetiquement tes stable puisqu'il faut uneenergie in nie pour la supprimer. C'est une dierence
importante avec les ondes solitaires de lequation de Korteweg-de Vries qui n'existent pasa vitesse
nulle. Lequation (V.29) est relativiste (avec une vitesse de la lumere c = 1), et les solutions pesentent
la contraction des longueurs en(1 V2= 72 pour I'extension spatiale des ondes solitaires.

Figure V.9 { Repesentation de la solution (V.33) pour la chane de pendules pesants.



V.4 Solitons de sine-Gordon

V.4.1 Energie d'une excitation locali®e

Revenons au probeme initial d'une chame de pendules pesants coupks. Lenergie de la chame peut
skecrire en additionnant pour chaque pendule lenergie ciretique de rotation, lenergie potentielle de
pesanteur et lenergie potentielle due aux ressorts de torsion,

#
X m2 d, 2
E = m2 d—tn +mgl(1 cosp)+ E( non 1)’
N #
1 @ 2 a2 @ 2 dX
- m2 @ 72 + - —
mi ZZ- 151 cos) omi2 @x a
1 @ 2 1 @ * ¢
= m2g =z +1 + 5 T 59X
mAe 5 er €S 3 @X Tea

L'unie denergie est donc ml?! oc=a= P mlg , et en variables adimensionrees lenergie séecrit

2" , H
1 1
@ +1 «cos + - Q (0):4 (V.34)

E= 2 @T 2 @X

Cette expression permet de calculer lenergie d'une onde solitaire (V.33) par substitution directe
de la solution (V.33). On peut faire un calcul plus simple en partant de (V.32), puisque pour une onde
solitaire  n'est fonction que deX V T. Pour I'onde solitaire C=1, donc

2

2
_ 2(1 cos) _ 721 cos) 1
=T Trve T vz gl
s % (V.35)
2(1 cos)OI B 2 sin_d = 8
. 1 V2 _OI1V2 2% T P

Cetteenergie cepend de la vitesse de I'onde comme lenergie d'une particule relativiste de massa = 8.
Il est possible de cevelopper cette analogié. Lequation de sine-Gordon (V.29) peut étre obtenue

a partir du Lagrangien suivant :

@ee _1@°10°

@Tex 2 @T 2 @X

enecrivant lesequations de Lagrange pour le champ (X;T),
e a ,e & @
@T @@ =@) @X @@ =@X @

A partir du Lagrangien, on construit le tenseurenergie-impulsion, en prenant des 4-vecteurx avec

Xo = T (en pratique dans notre cas, il n'y a que deux coordonrees, aveg; = X ). Ses composantes

sont
T = LQ
Q@ =@» @x

La densit denergie est Tgg, dont on peut \eri er qu'elle redonne bien (V.34). Le courant denergie
est To1,

L (A cos);

=0:

L

- @ @_ @@
Q@ =@X@T @X@T

4, Ce qui suit suppose une certaine familiarie avec la treorie Lagrangienne des champs, telle qu'ex-
pose par exemple dans le livre de Goldstein [2], dont je reprends les notations.




La conservation de Ienergie est bien \eriee,

eh,0n _ @@ ,@ d .. @ @ & J @
@t @x - @ter exetex " @T @xeTtex @Xe
|
@ @ @ L
= @T @ aex " O

h dernereegalieetant acquise par le fait que  (X;T) est solution de sine-Gordon.
La densie de quantie de mouvement est

T = QQ
10 @X@T

qui permet de calculer la quantie de mouvementp d'une onde solitaire,a partir de (V.32),

2 2 2 2

_ @ @ _ @ ., _ d . _ 2 8
p= axar X = Oc(_zﬂgl_vodd_voiaﬁsmzol_pW

qui est bien la quantie de mouvement d'une particule relativiste de massem = 8, aninee d'une vitesse
V (dans des unies ai la vitesse de la lumere ¢ = 1). Ce esultat peut étre retrouve directementa
partir de la solution (V.33). Les 'kinks" de SG se comportent bien comme des particules.

V.4.2 Recherche de solutions plus gererales

Les consicerations peedentes montrent que les kinks et anti-kinks se comportent d'une certaine
facon comme des particules. Nous allons voir que I'on peut méme calculer des solutions cecrivant
l'ineraction elastique de deux de ces particules. Il existe des nmethodes plus gererales, nous allons
nous en tenir au calcul le plus simple.

La premereetape consistea poser

(x;t) =4 arctan (x;t):

On trouve alors

4 1 2 @ _@-=-@¢ 2 (@=Q¥,

Sin = 4(1 N 2)2 ; @ - l + 2 (1 + 2)2
qui permet de eecrire (V.29) sous la forme
2 @ @ ? 2 @ @ 2 _ 2 .
1+ @t 2 at 1+ @z +2 ax 1 : (v.36)

On pose ensuite (x;t) = f (x)=g(t). Les cerivees sont nokes en mettant la variable correspondante
en indice :fy  df=dx. Apes quelques calculs, lequation peedente se met sous la forme suivante :

fzgg ok 1);( ggt {zgt"'g | ff xx +{27fx2 f;: (V.37)
fonctlon det fonction de x

Onelimine le second membre de cetteequation en cerivant par x puis par t. On peut ainsi £parer les
variables,
fy =f =
( XX )X - (gtt g)x - 4q, (V38)
ff g9g
al g est une constante eelle. Il est facile d'inegrer une premere fois lequation pour f, ce qui donne

fox = 2qf3+ mf; (V.39)



al m est une nouvelle constante d'inegration. On multiplie les deux membres de cetteequation par
fx et on inegre, pour obtenir
f2= qgf*+ mf2+ n: (V.40)

@l n est une troiseme constante. Le méme travail peut étre fait surg. Les constantesmP et n° qui
apparaissent alors ne sont pas incependantes den et n. En e et, il y a une relation d'implication
simple de (V.37) vers (V.38), et la compatibilie des expressions pourfy, fx, gi et g avec (V.37)
impose

Ot
2

2q¢°+(m  1)g; V.41)
G

agf +(m  1)g> n

V.4.3 Comportement physique de quelques solutions

Lesequations (V.40) et (V.41) s'inegrent en terme de fonctions elliptiques pour toutes les valeurs
des constantes. Dans certains cas, les solutions s'expriment simplement.

Qu on retrouve lI'onde solitaire...

Pour retrouver I'onde solitaire, nous allons chercher des solutions qui tendent vers=0, soit =0
pourt et x! 1 oux! +1.Il faut alors n =0. Le cas le plus simple est alorgg= 0. On
trouve sans di cule D D

(x;t) = exp mx m 1t ;

valable lorsquem > 1, qui se ranmene a la solution (V.33) avec V = P 1 1=m < 1, soit aussi
m=1=1 V?).

Ineractionelastiqgue d'ondes solitaires (1) : collision kink-kink

Prenons maintenantn 6 0, q=0 etm > 1. Posonsf (x) = P n=mF (x) et g(t) = P n=(m 1)G(t).
Lesequations (V.40) et (V.41) sécrivent alors

p_ dF p— dG
mdx = p——— =d argshF; m 1dt = p——— =d argchG;
1+ F?2 g G2 1 g
soit p p__
m 1sh mx
t)= 4 tanp— p———— V.42
(x;t) arctanp - b (V.42)

Pour comprendre la signi cation de cette solution, regardons le comportement asymptotique corres-
pondant au signe "™+" aux grands jtj et grandsjxj. Il s'agit dans tous les cas de kinks, les excitations
allant, depuis les x regatifs vers les x positifs, de 2p a 2(p+ 1) . Les dierentes limites sont les
suivantes : D o
{Lorsquet! 1 onach m 1t e ™ !tetdonc (aux constantes multiplicatives pes)
p__ P P P—— _
x!1 : sh mx e ™ tan 4 e “;X:“ 1t (kink 2 ! 0OV >0)
x1 +1 : shmx e ™Gootang  +e ™M 1t (kink 0! 2;V < 0)

- pP——
{Lorsquet! +1 ona chpm 1t e ™ 1t etdonc

(

p_ p_ P Py )
x!1 : sh mx e pmx; tan e ”;)X m Lt (kink 2 ! 0OV <0
x! +1 : sh mx e ™; tan, e ™ m 1t (kink 0! 2:;V > 0)

La solution cecrit la collision elastiqulga la position x = 0,a linstant t = 0, de deux kinks
contrapropagatifs de méme vitessgVj= 1 1=m qui rebondissent I'un sur l'autre. Ces excitations
semblent donc avoir une vraie individualie, et donc une analogie profonde avec une particule, et sont



Figure V.10 { Collisionelastique de deux kinks (V.42).

appekes solitons. Des nethodes plus avanees permettent de construire des solutions comportant un
nombre quelconque de kinks.

Calculons lenergie assoceea cette solution. Comme elle est consenee, on le fait pour = 0. On
trouve alors en reportant (V.42) dans (V.34),

Zom 14(m+1) ch@” mx)

E = 16m(m 1
( ) m+1+(m 1) ch@” mx)?
1
p—z a+ chu p_
= 8a m ——du; au 2 mxeta
[1+ a chu] m+1
p_ 16
= 16 m= p—,
1 V?

soit e ectivement lenergie de deux kinks. Ce esultatetait attendu, puisque lenergie est consenee et
gue lorsque les deux kinks sont teseloigres I'un de l'autre leurenergie d'ineraction doit &tre nulle.
Ineractionelastique d'ondes solitaires (2) : collision kink-antikink

Lorsquen = 0, m > 1 et q 6 0, posonsf(x) = P m=qF(x) et g(t) = P (m 1)=qQt). Les
equations (V.40) et (V.41) deviennent

pﬁdxzﬂadelog—pF:;
F 1 F? 1+ 1 F?2
pm 1dt:49dG::dlog—pG:;
G G2+1 1+ 1+G?
soit apes un peu d'algbre P p

m sh m_ 1t
m 1 ch( mx)

. . p__ _
Regardons la solution correspondant au signe . Pout ! 1 etx! 1 ,onatan g € mx. mo 1t

soitunkink 0! 2 se propageant vers la droite, tandis que poux ! 1 onatan; e mx "m 1t
soit un antikink 2 ! 0 se propageant vers la gauche. Quantl! +1 un antikink 0! 2 repart
vers la gauche et un kink 2 | 0 vers E;\ droite.

Le calcul de lenergie donneE =8m ;! —#—dx = 16" m:; comme il se doit.

ch?(® mx)

(x;t) = 4 arctanp (V.43)

Etats les : breathers

La dernere solution s'obtient comme Bi peedente, mais en choisissantm < 1. La solution pour
f (x) est donc la méme, et on posg(t) = (1 m)=gqt). On a alors
dG

P— pP——
1 mdt= p———= d arccot G2 1 ;
G G2 1



Figure V.11 { Collisionelastique kink-antikink (V.43).

soit enn
P ﬁsinp 1 . mt
1 m ch(" mx)

(x;t) = 4 arctanp (V.44)
Cette solution n'est pas propagative®, il s'agit d'une oscillation geriodique non lireaire appekte en
Anglais breather (soit 'respirateur”). C'est lequivalent, pour un syseme non lireaire, d'une onde
stationnaire. Avec un peél d'algbre, on calcule lenergie correspondante et on trouve comme pour la
solution kink-antikink 16 m, mais contrairement au cas pe@dentm < 1 pour un breather. Lequation

de sine-Gordon ne contient pas de terme dissipatif (sans quoi aucune solution de type onde solitaire
n'est envisageable), mais toute ealisation e ective en comporte. Comme lenergie d'un breather est
inerieurea celle d'une paire kink-antikink, exgerimentalement la collision d'un kink avec un antikink
donne un breather, et une autre interpetation des breather est unetat le (puisque denergie inerieure)
entre un kink et un antikink.

Figure V.12 { Breather, ouetat le kink-antikink (V.44). Les diverses courbes repesentent la forme
de l'excitationa divers instants.

5. On construit trivialement un breather propagatif en appliquant une transformation de Lorentz
a la solution trouwee, puisque cette transformation laisse invariante sine-Gordon.



V.5 Indications bibliographiques

La propagation d'ondes dans un milieu dispersif est traiee de manere particulerement
profonde et claire dans le livre de Jackson [1]. La dispersion pour des ondes nonlireaires (pas
recessairement solitoniques) est traiee dans le livre de Whitham [3].

On trouvera une exposition compekte et claire de la nethode Lagrangienne pour les champs
dans le livre de Goldstein [2].

Comme livre introductif, on pourra consulter [4], qui a I'avantage de pesenter des illustra-
tions experimentales. Des Ims sont disponibles sur ce site [5], propos par T. Dauxois qui est
co-auteur de [6] avec M. Peyrard.

Passons aux ouvrages plus sgecialiees sur les ondes non lireaires et les solitons. Je tache de
les classer par ordre de di cule croissante!

Pour avoir une vision globale, l'article de Fordy [7] est remarquable par sa concision et sa
clare. Il est disponible gratuitement sur
http://www.amsta.leeds.ac.uk/Pure/staff/wood/FordyWood/fordy.ps

On y trouvera de nombreuses ekrences.

Le livre de Whitham [3] ne se limite pas aux solitons, mais constitue une bonne premere
approche. D'un niveauequivalent, citons le livre de Infeld et Rowland [8] qui a le nerite
de ne pas se contenter de sysemes 1D (spatialement). Ces notes doivent beaucoupa ces
ouvrages.

Une des nethodes d'inegration de KdV et SG est la nethode ddli usion inverse (en
anglaisinverse scattering. Elle est particulerement bien expose, de facona la fois claire
et accessible, pour plusieursequations non lireaires inegrables, dans le tes bon livre de
Drazin et Johnson [9].

Le livre, tes nettement plus di cile, de Newell [10] met en perspective les diverses pro-
prees desequations inegrables. Cette profondeur de vue et cet e ort de synthese doivent
se neriter!
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